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PARA INICIO DE CONVERSA...

experiéncia adquirida em mais de vinte anos de docéncia da disciplina me motivou a apre-

sentar este trabalho, cuja énfase é o aspecto didatico. Procurei organizar um texto que per-

mita ao estudante “prosseguir sozinho”, se assim o desejar, sem naturalmente prescindir da
orientagao do professor.

E, para tanto, como este livro foi pensado? O texto estd estruturado sobre os dois grandes
assuntos, intimamente relacionados, de seu titulo. Os “personagens” dos quatro primeiros
capitulos sdo os vetores, cujo papel é de fundamental importancia, nao apenas no ensino da
Matemadtica, também na aplicagdo em outras dreas. No final dos capitulos 2 e 3 encontram-se
duas aplica¢des na Fisica. No Capitulo 1, a no¢ao de vetor é apresentada de forma intuitiva,
e seu estudo é realizado por meio dos Tratamentos geométrico e algébrico. Este capitulo me-
receu uma aten¢ao muito “carinhosa” e por isso mais delongada, porquanto seu contetido
facilitard sobremaneira a compreensdo do que estd pela frente. Os ultimos cinco capitulos sdo
dedicados a geometria analitica. O estudo da reta, do plano e das distancias (capitulos 5, 6 e
7), estruturado sobre vetores, pretende conduzir o estudante a interpretagdes geométricas de
fatos algébricos. No Capitulo 8, curiosidades em torno das cénicas emolduram o assunto, e,
finalmente, no Capitulo 9 pretende-se fazer entender a origem das equag¢des das superficies
quddricas, a partir das correspondentes superficies de revolugio.

A par de uma sequéncia l6gica dos assuntos, sdo apresentados 111 problemas resolvidos,
que no texto estao identificados como Exemplos. Sua criteriosa sele¢ao objetivou, na maioria
das vezes, nao s6 complementar a parte tedrica, como preparar para o passo seguinte.

Como estes apaixonantes segmentos da Matemdtica, vetores e geometria analitica, per-
mitem a visualizacao dos conceitos, sao apresentadas 214 Figuras, que podem auxiliar em
muito sua compreensao.

Além de tudo, um numero expressivo e variado de Problemas propostos no final de cada
capitulo, ao todo 460, proporcionard uma aprendizagem mais consistente.

A elaboragdo de um livro-texto com a explicita fun¢ao diddtica voltada ao desenvolvi-
mento de um trabalho académico propde-se a atingir dois alvos: o aluno e o professor, tanto
dentro quanto fora da sala de aula.

Ao aluno, razao primordial do processo de ensino-aprendizagem, gostaria de me dirigir
de um modo todo especial. As vezes é bom lembrar: Vetores e geometria analitica sao assuntos
de vital importancia na compreensao de disciplinas tais como cdlculo, dlgebra linear, equagoes
diferenciais, e outras, uma vez que, além de relacionarem as representagdes algébricas com
entes geométricos, visam desenvolver habilidades como raciocinio geométrico e visdao espa-
cial. Sua aprendizagem, entretanto, serd tanto mais segura e consistente quanto maior for o
tempo dedicado a atividades extraclasse, principalmente na solu¢ao de problemas. Ao tentar
resolvé-los, sugere-se nao fazé-lo de forma “corrida”, e sim saltando de dois em dois, ou de
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trés em trés, até o final. Assim se terd passado por todo o contetido e experimentado
os diversos niveis de dificuldade. E, no caso de ainda sobrar tempo, recomenda-se
retornar e resolver aqueles que ficaram de fora, para reforgar o conhecimento do
conteddo. Esses problemas sdao apresentados na ordem de desenvolvimento do texto,
e os ultimos oferecem maiores desafios. Finalmente, para permitir a autoavaliagdao do
trabalho, Respostas sao apresentadas logo a seguir.

Ao professor e colega desejo manifestar a satisfacao deste langamento, colocando
em suas mios um texto, assim espero, facilitador de sua tarefa docente. E claro que
este tem a “cara” do autor, e meus ex-alunos certamente nele me identificariam. Da
mesma forma, cada professor tem suas peculiaridades (ainda bem!), razdao por que
nao é possivel fazer um livro do agrado de todos.

O texto foi planejado para ser desenvolvido em um semestre letivo de quatro au-
las semanais. Entretanto, varidveis tais como bagagem do aluno, proposta do curso e
objetivos da disciplina podem requerer adaptagdes. Por esta razao, foi apresentado um
numero elevado de exercicios, para tornar possivel ao professor um maior ou menor
aprofundamento da matéria, assim como atendimento diferenciado aos alunos frente a
seus interesses e potencialidades. Além disso, os tipos variados de exercicios permitem
ao professor sugerir aqueles que melhor se adaptem ao seu gosto, estilo e objetivos.

Finalizando, ciente de que o sucesso de toda iniciativa de constru¢do e difusdo
de conhecimentos muito depende das contribui¢coes daqueles a quem se destina,
dirijo este apelo a todo leitor deste texto — seja aluno ou professor: se gostou, diga,
por gentileza; e, da mesma forma, se ndo gostou dele. Opinides, criticas e sugestdes
serdo bem-vindas, pois, com toda a certeza, contribuirdo para o aperfeicoamento de
futuras edigdes.

Para suas aprecia¢des, dirija-se diretamente para winterlepl@gmail.com, ou
escreva para a Editora, que me repassard as manifestacoes que receber.

Paulo Winterle
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Com o proposito de garantir maior clareza para o leitor, a abordagem do estudo de vetores

é feita por meio de dois tratamentos que se completam: o geométrico e o algébrico. A grande
vantagem da abordagem geométrica é possibilitar, predominantemente, a visualiza¢ao dos
conceitos que sdo apresentados para estudo, o que favorece seu entendimento. Posteriormente,
os mesmos assuntos e ainda outros sao abordados sob o ponto de vista algébrico, mais formal

e abstrato.

@, O TRATAMENTO GEOMETRICO

Nocao intuitiva

Existem dois tipos de grandezas: as escalares e as vetoriais. As escalares sao aquelas que
ficam completamente definidas por apenas um ntmero real (acompanhado de uma unida-
de adequada). Comprimento, drea, volume, massa, temperatura, densidade, sdo exemplos de
grandezas escalares. Assim, quando dizemos que uma mesa tem 3 m de comprimento, que 0
volume de uma caixa é de 10 dm’ ou que a temperatura ambiente é de 30 °C, determinamos
perfeitamente essas grandezas.

Existem, no entanto, grandezas que ndo sio completamente definidas apenas por seu
modulo, ou seja, pelo niimero com sua unidade correspondente. Falamos das grandezas ve-
toriais, que, para serem perfeitamente caracterizadas, necessitamos conhecer seu mddulo (ou
comprimento ou intensidade), sua dire¢do e seu sentido. Forga, velocidade, aceleragao, sao
exemplos de grandezas vetoriais.

Antes de apresentar um exemplo mais palpavel de grandeza vetorial, precisamos ter
bem presente as ideias de diregdo e de sentido. A Figura 1.1(a) apresenta trés retas. A retar,
determina, ou define, uma direg¢do. A reta r, determina outra diregdo, diferente da diregao
de r,. Jd a reta r,, por ser paralela a r,, possui a mesma dire¢do de r,. Assim, a nogdo de di-
recdo é dada por uma reta e por todas as que lhe sdo paralelas. Quer dizer, retas paralelas
tém a mesma diregao.

Na Figura 1.1(b) a direcdo ¢ definida pela reta que passa pelos pontos A e B. O desloca-
mento de uma pessoa nessa mesma dire¢do pode ser feito de duas maneiras: no sentido de
A para B ou no sentido contrério, de B para A. Portanto, a cada dire¢do podemos associar
dois sentidos. Fica claro, entdo, que s6é podemos falar em “sentidos iguais” ou em “sentidos

contrdrios” caso estejamos diante da mesma diregéo.
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(a) (b)

Figura 1.1

Agora vamos a um exemplo de grandeza vetorial. Consideremos um aviao com
a velocidade constante de 400 km/h, deslocando-se para o nordeste, sob um 4ngulo
de 40° (na navegacao aérea, as dire¢des sdo dadas pelo angulo considerado a partir
do norte (N), em sentido hordrio). Esta grandeza (velocidade) seria representada por
um segmento orientado (uma seta — Figura 1.2), sendo o seu médulo dado pelo com-
primento do segmento (no caso, 4 cm, e cada 1 cm corresponde a 100 km/h), com a
direcao e o sentido definidos pelo angulo de 40°. O sentido serd indicado por uma
seta na extremidade superior do segmento.

Figura1.2

Observemos que no caso de o 4ngulo ser 220° (40° + 180°), a dire¢dao continua
sendo a mesma, porém, o sentido é o oposto. Este exemplo de grandeza vetorial sugere
anogao de vetor.

Abstendo-se da ideia de grandezas vetoriais, dirfamos que o vetor é representado
por um segmento orientado (um segmento estd orientado quando nele ha um sentido
de percurso, considerado positivo).

B Dois ou mais segmentos orientados de
mesmo comprimento, mesma dire¢do (sdao
paralelos ou colineares) e mesmo sentido
sdo representantes de um mesmo vetor. Na

A Figura 1.3 todos os segmentos orientados
paralelos, de mesmo sentido e mesmo com-
primento de AB, representam o mesmo vetor,

Figura 1.3 que serd indicado por



AB ou B-A

em que A é a origem e B a extremidade do segmento. O vetor também costuma ser indicado
por uma letra mindscula encimada por uma seta, tal como V.

Quando escrevemos v = AB (Figura 1.4), afirma-

mos que o vetor v é determinado pelo segmento orien- B
tado AB. Porém, qualquer outro segmento de mesmo v

comprimento, mesma direcao e mesmo sentido de AB

representa também o mesmo vetor V. Assim, cada ponto A

do espago pode ser considerado como orgem de um Figura 1.4

segmento orientado que é representante do vetor V. Essa
é arazao de o vetor também ser chamado de vetor livre, no sentido de que o representante
pode ter sua origem colocada em qualquer ponto.

Ainda, dados um vetor Vv = ABeum ponto
P, existe um s6 ponto Q (Figura 1.5) tal que o B
segmento orientado PQ tenha o mesmo com- T T[TTTTToe-——__ S
primento, a mesma dire¢do e 0 mesmo sentido
de AB. Portanto, temos também V = P‘Q, o que
reforga o fato de que um representante de v pode

ter sua origem em qualquer ponto P do espago.

O moédulo, a diregdo e o sentido de um

vetor Vv é o mddulo, a direcdo e o sentido de

qualquer um dos seus representantes. Indica-se A P

o moédulo de V por |V| ou ||¥]|. Figura 1.5

Casos particulares de vetores

a) Dois vetores U e V sao paralelos, e indica-se por 1//V, se os seus representantes tive-
rem a mesma dire¢do. Na Figura 1.6, tem-se U//V//W, na qual U e V tém o mesmo
sentido, enquanto U e Vv tém sentido contrdrio ao de w.

b) Dois vetores U e V sdo iguais, e indica-se por 4 = ¥, se tiverem iguais o médulo, a
direc¢ao e o sentido.

¢) Qualquer ponto do espago é representante do vetor zero (ou vetor nulo), que é

indicado por 0 ou AA (a origem coincide com a extremidade). Pelo fato de esse
vetor ndo possuir direcdo e sentido definidos, considera-se o vetor zero paralelo
a qualquer vetor.

d) A cada vetor ndo nulo V corresponde um vetor oposto —v, de mesmo moédulo e
mesma dire¢do de V, porém, de sentido contrério (Figura 1.7). Se Vv = AB, o vetor

BA ¢ 0 oposto de AB, ou seja, BA = —AB.

Lo|n}ide)

S91019A
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¥

Figura 1.6 Figura 1.7

e) Um vetor U é unitario se |d| = 1.

A cada vetor v, Vv # 6, é possivel associar dois vetores unitdrios de mesma diregao
de V: 4 e —1u (Figura 1.8). Nesta figura, tem-se |¥| =3 e |G| = |-i| = 1. O vetor 4
que tem o mesmo sentido de V é chamado versor de v. Na verdade o vetor U ndo
é versor s6 de Vv, mas sim de todos os vetores paralelos e de mesmo sentido de v

e medidos com a mesma unidade.
f) Dois vetores U e V (Figura 1.9(a)) sdo ortogonais, e indica-se por i L V, se algum
representante de i formar 4ngulo reto com algum representante de v.

A Figura 1.9(b) apresenta dois representantes de i e V, com origem no ponto A,
formando 4ngulo reto.

Considera-se o vetor zero ortogonal a qualquer vetor.

u
u —_——
|
. v - -
T T t —_— — Vv
| v .
Coa >
] A -
! — 1 u
[ H
-4 (a) (b)
Figura1.8 Figura1.9

g) Dois ou mais vetores sao coplanares se existir algum plano no qual esses vetores
estdo representados. E importante observar que dois vetores U e V quaisquer sao
sempre coplanares, pois basta considerar um ponto P no espago e, com origem nele,
tracar os dois representantes de u e Vv pertencendo ao plano n (Figura 1.10) que
passa por aquele ponto.

T No caso de U e V serem ndo para-
v lelos, como nessa figura, esses vetores
determinam a “dire¢ao” do plano =,
P .
que é a mesma de todos os planos que
- lhe sdo paralelos.
u

Figura 1.10



Trés vetores podem ser coplanares (Figura 1.11(a)) ou nao (Figura 1.11(b)).

—
v

/Wr,
\H

(a)

r-——F---

<4

=

Figura1.m

(b)

Exemplos

1. A Figura 1.12 é constituida de nove quadrados congruentes (de mesmo tamanho).

Decidir se é verdadeira ou falsa cada uma das seguintes afirmagdes:

A B C D a)

b)

L M N £
d)

K ! © F e
f)

] 1 H © o

Figura 1.12

& Respostas

a) vV d) F 9) F
b) V e) V h) V
¢) F f) V i) F

AB = OF
AM = PH
BC = OP
BL = MC
DE = -ED
AO = MG
KN = FI
Y%

k) V

)V

h) AC // HI
i) JO// LD
i) AJ // FG
k) AB L EG
I) AM L BL
m) PE L EC
n) PN L NB

m) F p Vv
n Vv q V
0) V r) F

0) PN L AM
p) |AC| = |FP|
0) |TF| = |ME|
r) |AJ| =|AC|

s) |AO| =2 |NP|

) |AM| = |BL|

s) V
t) vV

Lo|n}ide)

S91019A
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2. A Figura 1.13 representa um paralelepipedo retangulo. Decidir se é verdadeira

ou falsa cada uma das afirmagoes:

H G

|

i

|

: I?,L ------------------ C
/’///
A B
Figura1.13
a) DH =BE i) AB, FG e EG sio coplanares
h) AB=-HG i) EG, CB e HF sao coplanares
¢) ABLCG k} AC, DB e FG sao coplanares
d) AF L BC ) AB, BG e CF sio coplanares
e) |AC|=|HF] m) AB, DC e CF sao coplanares
f) |Ké| = |DE n) AEé¢ ortogonal ao plano ABC
g) BG//ED 0) AB ¢ ortogonal ao plano BCG
h) AB, BC e CG sao coplanares p) DC ¢ paralelo ao plano HEF
d Respostas

a) vV d vV g F v m) V p vV
b) F e) vV h) F k) V n VvV
c)V fy vV i) V ) F 0 V

@, OPERACOES COM VETORES

Adicao de vetores

Consideremos os vetores U e v, cuja soma U + V pretendemos encontrar. Tomemos

um ponto A qualquer (Figura 1.14) e, com origem nele, tracemos um segmento orien-

tado AB representante do vetor u. Utilizemos a extremidade B para tracar o segmento

orientado BC representante de v. O vetor representado pelo segmento orientado de



origem A e extremidade C ¢, por defini¢do, o vetor

soma de U e V, ou seja,
i+v=AC ou AB+ BC = AC
Sendo 1 // V, a maneira de obter o vetor 4 + V é

a mesma e estd ilustrada na Figura 1.15(a) (Ui e V de

=4}
+
<y

>
<y

=R

B
Figura1.14

mesmo sentido) e na Figura 1.15(b) (d e V de sentidos contrérios).

u v u
— ! o =
1 : 1 - 1
: - - ! : - #‘I
! u+v ' : u+v :
& > -
(a) (b)
Figura 1.15

No caso de os vetores U e V ndo serem paralelos,
héd outra maneira de encontrar o vetor soma
{i + V. Representam-se ii= ABe V = AD por segmentos
orientados de mesma origem A. Completa-se o paralelo-
gramo ABCD (Figura 1.16), e o segmento orientado de
origem A, que corresponde a diagonal do paralelogramo,

é o vetor U + V, ou seja,

i+7=AC ou AB+ AD = AC

Figura 1.16

Para o caso de determinar a soma de trés vetores ou mais, o procedimento é ana-

logo (Figura 1.17(a)) e, em particular, se a extremidade do representante do dltimo

vetor coincidir com a origem do representante do primeiro (Figura 1.17(b)), a soma

serd o vetor zero (i + V+ W + £ =0).

<l

=l
'

=l

=N
-
<}
A
=]

(a)

Figura1.17

<y

=

(b)

Sendo U, V e w vetores quaisquer, a adi¢do admite as seguintes propriedades:

I) Comutativa: i+ vVv=V+u

II) Associativa: (i+V)+w=ud+ (V+w)

Lo|n}ide)
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I11) Elemento neutro:d +0 = 4

IV) Elemento oposto: G+ (— 4) =0

O vetor U + (=V), escreve-se 4 — V, é

chamado de diferenga entre e v.

Observemos que no paralelogramo de-
terminado pelos vetores G e v (Figura 1.18),
verifica-se que a soma U + V é representada

por uma das diagonais, enquanto a dife-

renca U — V pela outra diagonal.

Figura1.18

1. Com base na Figura 1.12, determinar os vetores a seguir, expressando-os com

origem no ponto A:

a) AC+CN e) AC+EO i) MO-NP

b) E+B73 f) AM + BL )] BC-CB

¢) AC+DC g) AK+AN k) LP+PN 4 NF

d) AC+ AK h) AO - OE ) BL+BN+PB
‘Salug:éo

a) AN ¢c) AB e) AM g) AH i) AC k) AE

h) AD d) AO f) AK h) Al i) AC ) AA=0

2. Com base na Figura 1.13, determinar os vetores a seguir, expressando-os com
origem no ponto A:

a) AB+ CG e) CG + EH

h) BC +DE f) EF-FB

¢) BF+EH g) AB+AD 4 AE

d) EG-BC h) EG+ DA +FH
‘Solugio

a)ﬁ c)m e)m g)A—G

b) AE d) AB f) AE h) AD



3. Dados dois vetores U e V ndo paralelos, construir no mesmo gréfico os vetores

- - = - - — — - . @)

i+V,i—V,V—ide—u-V,todos com origem em um mesmo ponto. ©

©

=

- <

‘ Solucao 3
Para os vetores u e V da figura, tem-se:

<

m

-

o

-

m

w

4. Provar que as diagonais de um paralelogramo tém o mesmo ponto médio.

‘ Solucao

Figura 1.19
Consideremos o paralelogramo ABCD de diagonais AC e BD e seja M o ponto

médio de AC (Figura 1.19), equivale dizer que AM = MC. Vamos provar que M
¢ também ponto médio de BD. Pela figura, tem-se

BM = BC + CM (defini¢do de soma)
AD + IT/IK (igualdade de vetores)

- MA + AD (propriedade comutativa)

MD (defini¢ao de soma)

Como BM = MD, conclui-se que M ¢é ponto médio de BD.

Multiplicacao de numero real por vetor

Dado um vetor V # 0 e um numero real o # 0, chama-se produto do niimero real

o pelo vetor v, o vetor av tal que: o
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primento aV ¢ igual ao comprimento v

o
a) modulo: |aV|=]|a ||V], ou seja, o com- S A
2
de Vv multiplicado por |a; N
3v

b) diregdo: a.V é paralelo a Vv;

1 g
-V
c) sentido: aV e V tém o mesmo sentido 2
ot —_—
se o > 0 e contrdrio se o < 0.
= Figura 1.20

Se oo =0ouv=0,entdo av = 0.

A Figura 1.20 apresenta o vetor V e alguns de seus multiplos.

Observacoes

a) Considerando o ponto O como origem de V, V # 0 e de todos os vetores aV que lhe
sao paralelos (Figural.21), se fizermos o assumir todos os valores reais, teremos

representados em uma s reta todos os vetores paralelos a V.

-
\4

- - =% < = - E E

- - - - - -

—-3Vv =2V -V (@) 2V v 4v

Figura 1.21

Por outro lado, supondo i // V, V # 6, sempre existe um ndmero real o tal que i =a.Vv.
Por exemplo, na Figura 1.22, na qual DC estd dividido em cinco segmentos con-

gruentes (de mesmo comprimento), em relagdo ao vetor AB (|A—B| =2), tem-se

AC=23B

_*_ A B C
BD=-2AB [ t ° t -t !
@z—%ﬁ% Figura 1.22

possivel associar dois vetores unitarios paralelos a V. O vetor unitario

de mesmo sentido de V é o versor de V.
Por exemplo,

se |V| =5, o versor de V é

>

| <



se |V] = 3> 0 versor de V é 3V;

Sl<

se |V| = 10, o versor de —V é —

Seja o vetor V # 0. Determinar o vetor paralelo a v tal que:
a) tenha o mesmo sentido de V e médulo 5;

b) tenha sentido contrario ao de V e modulo 10.

Q@ Solucao
A partir de um vetor arbitrério Vv = 0 (Figu- =
ra 1.23), é sempre possivel associar os dois ve- R
. v . v
tores paralelos e unitdrios: — (mesmo sentido e———> ¥
v v
- v : Sl - =
de V) e — — (sentido contrédrio ao de V). Logo, v
| v - o 7
tem-se as solucdes:
Figura 1.23
5v 10v
a) — e b) - —
|v] vl
Se U e V sdo vetores quaisquer e o e 3 niumeros
reais, a multiplica¢do de nimero real por vetor 2(u+ V)
admite as propriedades: 2v
D (ap)v=a(pV) =2
II) (a+B)Vv=aVv+pv
II) o(d + V) =i+ av = -
) i+ ) = 3
V) 1v=v Figura 1.24

A Figura 1.24 ilustra a propriedade III para o = 2, ou seja, 2(d + V) = 21U + 2V.

Exemplos

1. Representados os vetores 4, V e W como na Figura 1.25(a), obter graficamente o

- N
vetor X tal que X =24 — 3V + —W.

[\

L ojnyided [

S91019A
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‘ Solucao
Figura 1.25(b)

Q\

<4

78

(a) (b)

Figura 1.25

2. Demonstrar que o segmento cujos extremos sao os pontos médios de dois lados
de um triangulo é paralelo ao terceiro lado e igual a sua metade.

’ Solucao

Seja o tridngulo ABC e M e N os pontos médios dos lados CA e CB, respecti-
vamente (Figura 1.26).
Pela figura, tem-se

MN=MC+CN C
~1xc+1icE

2 2
=%(TC+€B)

By
2

N p— 11—
Portanto, MN // AB e [MN]| = E‘AB‘- Figura 1.26

Angulo de dois vetores

O dngulo entre os vetores ndo nulos i e v é o dngulo 0 B
formado por duas semirretas OA e OB de mesma origem O =
(Figura 1.27), na qual u = 611, v=0Be0<O<n (6 em
radianos) ou 0° < 0 < 180°. 0 0

Se i4//V e G e V tém o mesmo sentido, entdio 6 = 0. E o 3
que ocorre, por exemplo, com os vetores U e 24 que tém o A

mesmo sentido (Figura 1.28(a)). Figura 1.27



Se 14//V e G e V tém sentidos contrédrios, entio O = m. E o caso de 4 e —34d
(Figura 1.28(b)).

u
>

—3u

Figura 1.28

(b)

Problemas propostos

1. A Figura 1.29 apresenta o losango EFGH inscrito no retangulo ABCD, sendo O o

ponto de interse¢do das diagonais desse losango. Decidir se é verdadeira ou falsa

cada uma das seguintes afirmacgdes:

a)
b)
c)
d)

e)

D

EO = OG
AF = CH
DO = HG
|C-0|=|0-B|

|[H-O|=|H-D|

H C

O G

F B

Figura 1.29

)/ H-E=0-C k) AO // OC
0 |AC|=BD] ) AB L OH
1 |OA| = 3|DB| m) O LGB
i) AF// CD n) AO L T
i) GF// HG o) OB = _FE

2. Decidir se é verdadeira ou falsa cada uma das afirmacgdes:

a)
b)
c)
d)
e)

f)

Se i =V, entdo |u| = |V| g)
Se |t| = |V|, entdo i =V
Se i // V,entdo 4=V h)
Seid=V,entao u// V. i)
Se W =1+ V, entdo |W| = |u] + |V].
|W|=|d| + |V], entdo 4, Ve W i)
sdo paralelos.

k)

Se AB=DC, entdo ABCD (vértices
nesta ordem) é paralelogramo.

|5¥] = |-5V] = 5]9].

Os vetores 3V e —4V sao paralelos

e de mesmo sentido.

/1 V,|u| =2 e |V| =4, entdo
2dou v =-24.

Se |V] =3, o versor de =10V é—%.

Lo|n}ide)
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3. Com base na Figura 1.29, determinar os vetores a seguir, expressando-os com
origem no ponto A:

a) OC + CH e) EO + BG h) FE + FG

b) EH + FG f) 20E +20C iy OG- HO

¢) 2AE +2AF 9) %ﬁJrﬁ i) AF + FO + AO
d) EH + EF

4. O paralelogramo ABCD (Figura 1.30) é determinado pelos vetores AB e AD,
sendo M e N pontos médios dos lados DC e AB, respectivamente. Determinar:

D M C
a) AD + AB d) AN + BC
b) BA + DA e) MD + MB
A N B )

AC - BC ) BM - 1DC
2

Figura1.30

5. Apresentar, graficamente, um representante do vetor 4 — V nos casos:

—
\4 -
u
3 v
-
v u {,’
-
u

(@) (b) (©

=4

6. Determinar o vetor X nas figuras:

()
3 g i‘:V 3 /—\ R
u

z 3

(b) )

7. Dados trés pontos A, B e C nao colineares, como na Figura 1.31, representar o

v

Figura1.31

=34
<l
=4
<y
o)

—
[«Y]
fai)

vetor X nos casos:




10.

11.

a) X=BA +2BC ¢) %¥=3AB-2BC

b) %=2CA +2BA d) =LAB-2CB
2

Dados os vetores U e V da Figura 1.32, mostrar, em um grafico, um representan-

te do vetor
a) u-—-Vv N
- v
b) v—-u
¢) —-V-2u >
u

d) 24-3V

Figura 1.32

No tridngulo ABC (Figura 1.33), seja AB=3 e AC = b. Construir um representante
de cada um dos vetores

a+b . <
a) —— d) a+=b
2 2 -
- b
p =0 &) 23— =b
2 2
b-3a 1 - A B
f) —a—2b e
c) 3 ) 3a P

Figura1.33

Dados os vetores @, b e ¢ (Figura 1.34), apresentar graficamente um representante
do vetor X tal que

) i,
a) x=43-2b-¢ b
h) @+b+c)+x=0 2

c) a+C+X= 2b Figura1.34

Na Figura 1.35 estdo representados os vetores coplanares 4, v e w. Indicar, na
prépria figura, os vetores .

w
a) avebwtalquei=av+bw

b) atiefPwtalque V=oad+fpw

<y

Seria possivel realizar este exercicio no caso

de os vetores U, V e W serem ndo coplanares?

=2

Figura1.35

Lo|n}ide)
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12. Sabendo que o angulo entre os vetores u e V é de 60°, determinar o 4ngulo for-
mado pelos vetores

a) ue-V bh) —tde2v ) —-de-—V d) 3ueb5V

-
W 13. Dados os vetores coplanares U, V e W representados na

A

Figura 1.36, determinar

a) um representante do vetor X + y, sendo X =4+ 2V e

u y=V-24;
60 b) o angulo entre os vetores =3V e W;
45 ¢) o angulo entre os vetores -2 e —W.
v 14. Demonstrar que os pontos médios dos lados de um qua-
Figura 1.36 drilatero qualquer sao vértices de um paralelogramo.

15. Demonstrar que o segmento de extremos nos pontos médios dos lados ndo pa-
ralelos de um trapézio é paralelo as bases e igual a sua semissoma.

I 16. No tridngulo ABC (Figura 1.37), tem-se
. - N 1 —
B =lBCe BN = - BC.
2 3
B A L4 C . .
N M Expressar os vetores AM e AN em fung¢do de
Figura1.37 AB e AC.

‘ Respostas de problemas propostos

1. a) Vv d) V g) Vv i) F m) V
b) F e) F h) V k) V n) F
c) V f) F i) V ) V 0) V

2. a) Vv ¢c) F e) F g) V i) F k) V
b) F d) V f) V h) V IR

3. a)ﬁ c)ﬁ e)ﬁ g)m i)ﬁ
h) AE d) AB f) AE h) AE j) AC

4 a)ﬁ c)ﬁ e)ﬁ
b) AE d) AE f) AE

6. a) 4 -V b) —4—V c) V-i d) 4+V



1.

12.

13.

16.

Nao
a) 120° h) 120° ¢) 60° d) 60°
h) 75° ¢) 60°

B+LlAC
3

[SSHN S}

- 1 —— —
AMZE(AB+ AC) e AN=

@, O TRATAMENTO ALGEBRICO

Vetores no plano

Consideremos dois vetores vV, e v, ndo paralelos, representados com a origem

no mesmo ponto O, sendo 1, e 1, retas contendo esses representantes, respectivamente,
(Figura 1.38).

Figura1.38

Lo|n}ide)
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Os vetores i, V, W, t, X e ¥, representados na figura, sdo expressos em funcao de

V, eV, por
i =5V, + 4V, t =3V, -2V,
V=-2V, +3V, X = 4V, + 0V,
W =—4V, — 3V, ¥ =0V, + 2V,

De modo geral, dados dois vetores quaisquer V, e V, nao paralelos, para cada vetor
V representado no mesmo plano de V, e V,, existe uma s6 dupla de ntimeros reais a,

e a, tal que
V=aV, +a,V, (1)

A Figura 1.39 ilustra essa
situacdo, na qual v, e V, sdo ve-
tores ndo paralelos quaisquer e
V é um vetor arbitrério do plano

determinado por v, e v,

Quando o vetor V é ex-

presso como em (1), diz-se que . =

- . . - = a {;

Vv é combinagio linear de v, e Vi 1
Figura1.39

V,. O conjunto B = {v, V,} é
chamado base no plano. Alids, qualquer conjunto de dois vetores nao paralelos cons-
titui uma base no plano. Embora estejamos simbolizando a base como um conjunto,
a pensamos como um conjunto ordenado. Entdo, dada uma base qualquer no plano,
todo vetor desse plano é combinagao linear dos vetores dessa base, de modo tnico.

Os numeros a, e a, da igualdade (1) sao chamados componentes ou coordenadas
de V na base B (a, é a primeira componente, e a,, a segunda).

O vetor V da igualdade (1) pode ser representado também por V=(a;,a,); ou
Vi =(a;,a,).

Na pratica, as bases mais utilizadas sdao as ortonormais.

Uma base {€, €} é dita ortonormal se seus vetores forem ortogonais e unitarios,
ouseja,se & L & e €] =1&|=1.

Entre as infinitas bases ortonormais no plano, uma y
delas é particularmente importante. Trata-se da base

que determina o conhecido sistema cartesiano ortogonal
xOy. Os vetores ortogonais e unitdrios, neste caso, sio > (0,1)
bl

S )
simbolizados por i e j ambos com origem em O e extre- (1,0)
midades em (1,0) e (0, 1), respectivamente (Figura 1.40), - X
- = @) > -
sendo a base C = {i, j} chamada candnica. Portanto, i

i=(1,0)ej=(0,1). Figura 1.40



Daqui por diante, trataremos somente da base candnica.

Dado um vetor v qualquer do plano (Figura 1.41), existe uma s6 dupla de na-

meros X e y tal que

Figura 1.41

(2)

Os ntimeros X e y s3o as componentes de V na base candnica. A primeira componente

é chamada abscissa de V, e a segunda componente y é a ordenada de V.

O vetor V em (2) é também representado por

v=(x,y)

dispensando-se a referéncia a base candnica C.

A igualdade (3) sugere a defini¢do:

Vetor no plano é um par ordenado (x, y) de numeros reais.

@)

O par (x, y) é chamado expressdo analitica de v. Para exemplificar, veja a seguir

alguns vetores e suas correspondentes expressoes analiticas:

31 —5) = (3,-5)

37=(0,3)
Observacao

A escolha proposital da base {i, j} deve-se ex-
clusivamente a simplifica¢do. A cada ponto P(x, y)
do plano xOy corresponde o vetor vV = OP =xi +
yj (Figura 1.42). Quer dizer que as coordenadas do
ponto extremo P sdo as proprias componentes do

vetor OP na base candnica. Em geral, deixa-se de

indicar nos eixos os vetores i e j como se vé na figura.

41 = (~4,0)
0=(0,0)
y
A
e P
s
I
I
:
O X =X
Figura1.42

Lo|n}ide)
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De acordo com as consideragdes feitas, o plano pode ser encarado como um

conjunto de pontos ou um conjunto de vetores.

lgualdade de vetores

Dois vetores U = (x,, y,) € V= (X,, ¥,) sdo iguais se, e somente se,X, =X, ey, = Y,,

escrevendo-se 4 = V.

O vetor i = (x+ 1, 4) é igual ao vetor V=(5,2y - 6) sex+ 1=5¢e2y—6=14 ou

x=4ey=>5. Assim,se i=V,entdiox=4,y=5e 1=V =(5,4).

Operacoes com vetores

Sejam os vetores 4 = (x,, y,) € V= (X,, ¥,) e & € R. Define-se:

1) i+ Vv=(x+X5 v, + Y1)

2) at = (ox;, oy,)

Portanto, para somar dois vetores, somam-se as correspondentes coordenadas,

e para multiplicar um ntimero real por um vetor, multiplica-se cada componente do

vetor por este namero.

As Figuras 1.43(a) e 1.43(b) ilustram as defini¢cdes das operagdes dadas anteriormente.

y
A v
A
o) S ot
u i
Y1 _____________ 1 :
| |
| |
| |
| |
> X ! ! > X
9 X ox
(a) (b)
Figura1.43

Considerando esses mesmos vetores, tem-se ainda:

—i= (1) = (-, -y)

u-— ‘7 = ﬁ +(_V) = (Xl’ Yl) + (_XZ) —Yz) = (X1 - XZ) Yl - Yz)



As defini¢des anteriores e as operagdes algébricas dos nimeros reais permitem
demonstrar as propriedades:

a) para quaisquer vetores U, V e W, tem-se

<

+

[=1]

=vV+u (G+V)+W=u+(V+ W)

(=)

+

el
=]
c
+
0
=t
Il
o

b) para quaisquer vetores i e V e 0s numeros reais o e f, tem-se
a(pv) r=(ap)v (

oa(i+V)=au+ av 1

Q
+

B)d = aii + Pi

<
<!

Sugerimos, como exercicio ao leitor, demonstrar essas propriedades.

1. Dados os vetores i = (2,—3) e V= (-1, 4), determinar 30 + 2V e 310 — 2V.

‘Salupa'a
30+ 2v=3(2,-3)+2(-1,4)=(6,-9) + (-2,8)=(6—-2,-9+8) =(4,-1)

34 -2V=3(2,-3)—2(-1,4) = (6,-9) + (2,-8) = (6 + 2, -9 — 8) = (8, —17)

2. Determinar o vetor X na igualdade 3X + 2u =

i=(3,-1)ev=(-2,4).

v + X, sendo dados

N | —

. Solugcao

Esta equacdo, em vista das proprieda- Substituindo 1 e ¥ nesta

des das operagoes com vetores expos- equacio, vem

tas anteriormente, pode ser resolvida

como uma equa¢io numérica: X = i (=2,4)-(3,-1)
6% + 41 = V + 2% =L 43
6X —2X =V —41u
4% =Y — 43 =(—%—3,1+1)
R=1y-i 7
4 =(—5y2)

3. Encontrar os nimeros a, e a, tais que

vV =a,V, +a,V,,sendo V= (10,2), v, = (3,5) e Vv, = (-1, 2).

Lo|n}ide)
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~ Solucao
Substituindo os vetores na igualdade anterior, temos
(10,2) = a,(3,5) +a,(-1,2)

(10, 2) = (3a,, 5a,) + (—a,, 2a,)
(10, 2) = (3a, —a,, 53, + 2a,)
Da condi¢ao de igualdade de dois vetores, conclui-se que
3a,—a,=10
{Sa1 +2a,=2
sistema cuja soluc¢do é dada por a,=2 e a, = —4. Logo, V=2V, — 4V,.

E conveniente observar que esse sistema sempre terd solugdo tinica no caso de

V, e V, formarem base do plano, o que realmente acontece.

Vetor definido por dois pontos

Consideremos o vetor AB de origem no ponto A(x,,y,) e extremidade em B(X,,y,)
(Figura 1.44).

De acordo com o que foi visto em (3), os vetores OA e OB tém expressoes analiticas:
OA =(x,,y,)) e OB = (X2,Y2).

Por outro lado, do tridngulo OAB da figura, vem

OA + AB = OB
donde Z A

AB= OB - OA
ou

AB = (% y2) — (x> 1)) b
e 5 - X

AB=(x,—X;,¥,— V1)
Figura1.44

ou seja, as componentes de AB sao obtidas subtraindo-se das coordenadas da extre-
midade B as coordenadas da origem A, razdo pela qual também se escreve AB=B-A.

E importante lembrar que um vetor tem infinitos representantes que sao os segmentos
orientados de mesmo comprimento, mesma dire¢ao e mesmo sentido. E, entre os infinitos
representantes do vetor AB, o que “melhor o caracteriza” é aquele que tem origem em

0(0, 0) e extremidade em P(x, — x,, ¥, — y,) (Figura 1.45).



P(x,~x,

Figura1.45

YY)

O vetor V = OP é também chamado de vetor posicdo ou representante natural de AB.

Na Figura 1.46, os seg-
mentos orientados OP, AB e
CD representam o mesmo
vetor V=P -0=B-A=
=D-C=(3,1).

Esta figura deixa claro
que o fato de os segmentos
orientados ocuparem posi-
¢oes diferentes é irrelevante.
O que importa é que tenham
0 mesmo comprimento, a
mesma dire¢do e 0 mesmo
sentido para representarem

0 mesmo vetor.

y
A
|
|
~2,3) g=Tm oo b 2 D(4,3)
s = |
i 2 |C(1’2) i
i et PG,1),
| Vv l l
I | |
1 1 L L L - X
-2 (@] 1 2 3 4
Figura1.46

Por outro lado, sempre que tivermos V = ABou V=B - A, podemos também

concluir que

B=A+VouB=A+ AB

ou seja, o vetor V “transporta” o ponto inicial A para o ponto extremo B.

Retornando a Figura 1.46, na qual v = (3, 1), tem-se

B=A+v=(-2,3)=(3,1)=(1,4)

D=C+v=(1,2)+(3,1)=(4,3)

P=0+v=(0,0)+(3,1)=(3,1)

Lo|n}ide)
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y Outra ilustragdo: na Figura 1.47, os
A vértices do tridngulo sao os pontos A(4,
1), B(5, 3), e C(3,5) e os vetores U, V e
W indicados sido

i=AB=B-A=(1,2)
V=BC=C-B=(-22)

W=CA=A-C=(1,-4)

Observamos ainda que

W =0 = (0, 0).

<

u+

Figura1.47

1. Dados os pontos A(-1,2),B(3,-1) e C(-2, 4), determinar o ponto D de modo

1 __

que@z EAB

‘Salug:éa
Seja D(x, y). Entao,
CD=D-C=(xy) - (-2,4) = (x + 2,y — 4)
AB=B-A=(3,-1)—(-1,2) = (4,-3)

Logo,
(x+2,y—4)= %(4 -3)
(x+2,y—4)= (2, — 2)

Pela condi¢ao de igualdade de dois vetores, tem-se

x+2=2

—4=-=
Y 2

. . g 5
sistema cuja solu¢ao éx=0ey= 5

5
Portanto, D(0, E ).



Observacao

Esse problema poderia, também, ter sido resolvido da seguinte maneira:

- ] — 1 —
da condi¢dao CD = EAB ouD-C= EAB’ vem
D:C+%Ee
D= (-2,4)+ L (4,-3) = (—2,4) + (2,2 ) = (0, 2).
2 2 2

2. Sendo A(-2,4) e B(4,1) extremidades de um segmento, determinar os pontos F e
G que dividem AB em trés segmentos de mesmo comprimento.

~ Solucao

Pela Figura 1.48 tem-se

ﬁ:i@:@:%]ﬁs

A F G
Figura 1.48
Mas
AB=B-A=(4,1)—(-2,4) = (6,-3)

e

lA—B L 6,-3) = (2, -1

3 —3(,—)—(,_)
Portanto,

F:A+%H3 =(=2,4)+(2,-1) = (0, 3)

G:F+§TB=(0,3)+(2,—1)=(2,2)

3. Sendo A(2,1) e B(5, 2) vértices consecutivos de um paralelogramo ABCD e M(4, 3)
o ponto de interse¢dao das diagonais, determinar os vértices C e D.

‘ Solucao
Em Adicdo de vetores, Exemplo 4, demonstra-se que as diagonais de um parale-
logramo tém o mesmo ponto médio, ou seja, AM = MC e BM = MD.

Entéo, pela Figura 1.49 tem-se
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C=M+MC=M + AM

D=M+@=M+m(ou:A+ﬁ)

Mas
AM=M-A=(2,2)

e v, ¢
BM =M-B=(-1,1)

Portanto, M
C=(4,3)+(2,2)=(6,5) A B

e Figura1.49

D=(4,3)+(-1,1)=(3,4)

Ponto médio

Seja o segmento de extremos A(x,, y,) e B(X,, y,) (Figura 1.50). Sendo M(x, y) o

ponto médio de AB, podemos expressar de forma vetorial como

AM = MB
ou
Z (x=x,y=y)=(%-%y,-y)
A entao
M X—X=X-X € y-y, =YY"V
Resolvendo em relacdo a x e y, temos
B 2Xx=x,+X, e 2y=y,+Y,
o) X oOu
X, +X +
Figura 1.50 x= 12 = e Y=—YI2Y2
(X1+x2 Y1+Y2)
Portanto, 7 9
Exemplo

O ponto médio do segmento de extremos A(-2, 3) e B(6,2) é

—246 342
6,3—)0uM(2, é)
2 2 2

M(



Paralelismo de dois vetores

Vimos que, se dois vetores U = (x,, y,) € V= (X,, ¥,) sdo paralelos, existe um nu-

mero real a tal que 4 = aV, ou seja,

(X0 7)) = a(Xy, Y2)
ou

(x> Y1) = (ax;, ay,)

que pela condi¢@o de igualdade resulta em

Xl = G'XZ (S Y1 = (X'YZ
donde

2oh g
X Y

Essa é a condigdo de paralelismo de dois vetores, ou seja, dois vetores sio paralelos

quando suas componentes forem proporcionais.

Os vetores U = (-2, 3) e V = (—4, 6) sdo paralelos pois _—i = 3 .

Observacoes

a) Considera-se o vetor 0= (0,0) paralelo a qualquer vetor.

b) Se uma das componentes de um vetor for nula, a componente correspondente de

um vetor paralelo também ¢é nula.

Yy
. A
Modulo de um vetor
Seja o vetor V = (x,y) (Figura 1.51). Pelo teorema de v
Pitégoras, vem Y
_ O < 1 o X
[V [=yx+y?
Figura 1.51

Se V= (2, -3), entdo

|v|=JQ2r+(=3) =/4+9=113 u.c. (unidades de comprimento)

L ojnyided [
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Observacoes
y a) Distancia entre dois pontos
A A distancia entre dois pontos A(x,, y,) e

B(x,, v,) (Figura 1.52) é o comprimento (mo-

|A—B’| B al.
dulo) do vetor AB, isto é,
A

d(A, B) = | AB|.
o) X C0m0E=B—A=(X2_X1)Y2_Y1))
temos

Figura 1.52
d(A,B)= \/(Xz =X, +(y, -y

edilljeue eli12wWoad 3 sal01dpn [

b) Vetor unitdrio
Vimos em multiplica¢ao de ntimero real por vetor, Figura 1.23, pagina 11, que a
cada vetor v, v # 0, ¢ possivel associar dois vetores unitérios paralelos a v: V(¢
¥l

o versor de V) e seu oposto _|V_|
v

O versor de v =(3,-4) é

V(3-8 _(3-9)_(-4) R
V] JB+(-4r 25 5 55

O versor é, na verdade, um vetor unitério, pois

\/< P+ —\/—+16 2o
25 25 25

E importante observar que este versor u é também versor de todos os vetores

¢-3)=

multiplos de V que tiverem o mesmo sentido que ele.
Para exemplificar, o versor de 2V = 2(3, —4) = (6, —8) é ainda
6 (6-8) _(6-8)_6 s

~ 3 4
u=—"—= = ,——)=(=,—-)
|2v] Je+(-8p 10 100 100 5 5

1. Dados os pontos A(2, —1) e B(—1, 4) e os vetores i = (-1, 3) e V = (-2, —1),

determinar
a) |4 ¢) |24 -39
b) |d+ V| d) a distancia entre os pontos A e B

°



‘Salu;ﬁa
a) Jul=y(-1)2+32 =\1+9 =410
b) Porser i+ V= (-1,3)+ (-2,-1) = (-3, 2), temos
|5+9| =](-3,2)| =37 +2* =\O+4 =13
c¢) Porser2d-—3v=2(-1,3)—3(-2,-1)=(-2,6) + (6,3) = (4, 9), temos
|28 — 37|=|(4,9)| =16+81 =+/97
d) Porser AB=B—-A=(-1,4) - (2,-1) = (-3, 5), temos
d(A,B)=|AB|=|(-3,5)|=v9+25=/34

2. Determinar, no eixo Ox, um ponto P que seja equidistante dos pontos A(-1, -2)
e B(5,—4).

‘ Solucao

O ponto procurado é do tipo P(x, 0). Deve-se ter
d(P, A) =d(P, B)

ou
|PA| = [PE|

Mas
PA =A-P=(-1-x,-2) e I"E:B—Pz(S—x,—4),log0
|(-1 —x,-2)| = |(5 - x, —4)|

ou

V1= XP +(22F = /(5 xP +(-4)

ou

1+2x+x>+4=25-10x+x>+ 16

x=3

Portanto, o ponto é P(3, 0).

3. Dado o vetor V = (-2, 1), encontrar o vetor paralelo a V que possua
a) o mesmo sentido de V e trés vezes o modulo de V;
b) sentido contrario ao de V e a metade do modulo de v;
¢) o mesmo sentido de Vv e modulo 4;

d) sentido contrario ao de v e modulo 2.

Lo|n}ide)

S91019A



edl}ljeue e1139woagd 2 salolap

‘ Solucao
a) Basta multiplicar o vetor por 3: 3V =3(=2, 1) = (=6, 3)
.. 1 1. 1 1
b) Basta multiplicar o vetor por _E: _EV=_E(_2’ 1)=(1, _E)

¢) Um vetor unitdrio obtido a partir de v é

i—_(_z’ D —(_i L) é o versor de v
Sl Var1 55

Uma vez que o vetor procurado deve ter m6dulo 4 e mesmo sentido de V, basta
multiplicar o versor por 4:

2 1 8 4
A D)= )
NERNCEERNCING]
d) Uma vez que o vetor procurado deve ter médulo 2 e sentido contrério ao de V,
basta multiplicar o versor por —2:

- -

21, & 2
NN N

Vetores no espaco

Vimos em Vetores no plano que a base canénica {i, j} no plano determina o
sistema cartesiano ortogonal xOy e que a um ponto P(x, y) qualquer desse plano

corresponde o vetor OP = xi+ yj, ou seja, as proprias coordenadas x e y do ponto P

sdo as componentes do vetor OP na base canonica (Figura 1.42).

No espago, de forma anédloga, consideraremos a base candnica {Y, f, E} como
aquela que determinard o sistema cartesiano ortogonal Oxyz (Figura 1.53), em que
estes trés vetores unitdrios e dois a dois ortogonais estao representados com origem

no ponto O. Esse ponto e a dire¢do de cada
z um dos vetores da base determinam os trés

eixos cartesianos: o eixo Ox ou eixo dos x

(das abscissas) corresponde ao vetor i, o
eixo Oy ou eixo dos y (das ordenadas)

N
1 k corresponde ao vetor ] e o eixo Oz ou eixo
0) 1 dos z (das cotas) corresponde ao vetor k.
-

>y . .. .
> S - As setas, nessa figura, indicam o sentido

1 ] .. . ,
1 positivo de cada eixo, chamado também

de eixo coordenado.

Figura 1.53



Cada dupla de vetores da base, e, consequentemente, cada dupla de eixos, deter-
mina um plano coordenado. Portanto, temos trés planos coordenados: o plano xOy
ou xy, o plano xOz ou xz e o plano yOz ou yz. As Figuras 1.54(a) e 1.54(b) ddo uma
ideia dos planos xy e xz, respectivamente.

A “/
pd

0 > e =7
X/ X /
(a) (b)
Figura 1.54

Assim como no plano, a cada ponto P (x, y, z) do espago corresponderd o vetor
OP =xi + y; +2k, em que, as proprias coordenadas x, y e z do ponto P sdo as compo-
nentes do vetor OP na base canénica. As coordenadas x, y e z sdo denominadas abscissa,
ordenada e cota, respectivamente. A Figura 1.55(a) apresenta um ponto P(x, y, z) no

espaco e a Figura 1.55(b) o correspondente vetor V = OP, que representa a diagonal

do paralelepipedo cujas arestas sdo definidas pelos vetores xi, yj e zk.

V4
z A
z
A
TTell P !
M o) v A
| Y W .
[}
O : Y > Y O\\ J----s--:»-- —)—LY
\\\\s\‘\ i //// - T \‘\\ §i+YJ
X ____________::::::Il«/ xi [ e
X
X
(a) (b)

Figura 1.55
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O vetor V = xi + yj + zk também seréd €xpresso por
V=(x%Yy12)
que é a expressdo analitica de V. Para exemplificar

2i-3j +k=(2,-3,1)

i-j=(1,-1,0)
2j - k=(0,2,-1)
4k=(0,0,4)

e, em particular, i= (1,0, 0), 3 =(0,1,0) e k = (0,0, 1).

Para algumas observagdes, tomemos o paralelepipedo da Figura 1.56 no qual
P(2, 4, 3). Faremos considera¢des a pontos como também poderiamos referi-las aos
correspondentes vetores.

z
A
3 |E D
|
i
F i
A P
|
|
|
|
i C
R T
/
//
//
21/
/ B
X
Figura 1.56

Com base nesta figura e levando em considera¢ao que um ponto (X, y, z) estd no
a) eixo dos x quandoy=0ez =0, tem-se A (2,0, 0);
b) eixo dos y quando x =0 e z =0, tem-se C (0, 4, 0);
¢) eixo dos z quando x =0 ey =0, tem-se E (0, 0, 3);
d) plano xy quando z = 0, tem-se B(2, 4, 0);
e) plano xz quando y = 0, tem-se F(2, 0, 3);
f) plano yz quando x = 0, tem-se D (0, 4, 3).



O ponto B é a projecao de P no plano xy, assim como D e F sao as projegdes de
P nos planos yz e xz, respectivamente. O ponto A(2, 0, 0) ¢é a projecao de P(2, 4, 3)
no eixo x, assim como C(0, 4, 0) e E(0, 0, 3) sao as projegdes de P nos eixos y e z,
respectivamente.

Como todos os pontos da face,

a) PDEF distam 3 unidades do plano xy e estdo acima dele, sdao pontos de cota z = 3,
ou seja, sdo pontos do tipo (x, 7y, 3);

b) PBCD distam 4 unidades do plano xz e estdao a direita dele, sdo pontos de ordenada
y =4, ou seja, sdo pontos do tipo (x, 4, z);

c) PFAB distam 2 unidades do plano yz e estao a frente dele, sdo pontos de abscissa
X =2, ou seja, sdo pontos do tipo (2, v, z).

E muito importante que o leitor tenha presente os casos especiais dos pontos per-
tencentes aos eixos e aos planos coordenados, ilustrados na Figura 1.57. Ela mostra que
0 eixo x pode ser descrito como o conjunto dos pontos do tipo (x, 0, 0), ou seja, daqueles
que ttm y =0 e z= 0, e o plano xy como o conjunto dos pontos do tipo (x, y, 0), ou seja,
daqueles que tém z = 0.

Comentarios andlogos seriam feitos para os outros eixos e planos coordenados
indicados nessa figura.

x=0
A y=0
x=0
» (0,0,2)
e (0,y,2)
y=0
e (x,0,2)
o [x= 0
(0,y,0) T lz=0
o (x,,0)
(X)O)O) 7z=0
y=0
z=0
Figura 1.57

Ao desejarmos marcar um ponto no espago, digamos A(3, -2, 4), procedemos
assim (Figura 1.58):

a) marca-se o ponto A'(3, -2, 0) no plano xy;

b) desloca-se A' paralelamente ao eixo dos z, 4 unidades para cima (se fosse —4 seriam
4 unidades para baixo) para obter o ponto A.

Lo|n}ide)
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A
-~ 4
Aq”/
i
|
I
AR -
o =
|£’,,”’
Av‘ —————— 3
X
Figura 1.58

Os trés planos coordenados se interceptam segundo os trés eixos dividindo o espac¢o
em oito regides denominadas octantes (Figura 1.59). A cada octante correspondem
pontos cujas coordenadas tém sinais de acordo com o sentido positivo adotado para
os eixos. O primeiro octante é constituido dos pontos de coordenadas todas positivas.
Os demais octantes acima do plano xy se sucedem em ordem numérica, a partir do
primeiro, no sentido positivo. Os octantes abaixo do plano xy se sucedem na mesma

ordem a partir do quinto que, por convengao, se situa sob o primeiro.

Figura 1.59



A Figura 1.60 apresenta os pontos A, B, C e D situados acima do plano xy e todos de
cota igual a 2, enquanto os pontos A', B', C' e D' estdo abaixo desse plano e tém cota —2:

ponto A(6, 4, 2), situado no 1° octante
ponto B(-5, 3, 2), situado no 2° octante
ponto C(—6, -5, 2), situado no 32 octante
ponto D(5, -3, 2), situado no 4° octante
ponto A'(6, 4,—-2), situado no 52 octante
ponto B'(-5, 3, —2), situado no 6° octante
ponto C'(—6, —5, —2), situado no 7° octante

ponto D'(5, -3, —2), situado no 8° octante

Figura 1.60

lgualdade — operacoes — vetor definido por dois pontos
— ponto médio — paralelismo — modulo de um vetor

As defini¢des e conclusdes no espago, relativas aos titulos anteriores, sao analogas
as do plano:
I) Dois vetores 4 = (x,, ¥, 2,) € V= (X,, ¥, Z,) serdo iguais se, e somente se,
X=X V1=Y,€2, =17,
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o

II) Dados os vetores 4 = (x,, v, 2,) € V = (X, V,, 2,) € o € R, define-se

U+ V=(X+Xp Y, + V2 +2,) como:
ad = (ax,, ay,, az,)
1I) Se A (x,,¥,,2,) e B (X, ¥, 2,) sdo dois pontos quaisquer no espago, entao,
AB=B-A= (X, =Xp Y, =Y 2,— 7))

Ja vimos que: se V=B — A, entdo, B=A + V.

B(x,+a,y,+b,z+¢)

A(X,Yp,2,) v = (ab,c)

Figura 1.61

A Figura 1.61 indica que, para encontrar as coordenadas do ponto extremo B,
somam-se, ordenadamente, as coordenadas do ponto inicial A com as componentes
do vetor V.

IV) Se A(x,,y,, z,) e B(x,, ¥, 2,) sdo pontos extremos de um segmento, o ponto
X+ ity, 2tz

médio M de AB é M( , , ).
2 2 2
V) Se os vetores u = (x,, y,, z,) e V = (X,, ¥, 2z,) sdo paralelos, entdo,
ﬁ=0ﬁ/0ui=L=Z_l.
XZ yZ ZZ

VI) O médulo do vetor V = (x, y, z) é dado por |\7|:\/x2+y2+zz.

Fica a cargo do leitor a dedu¢ao dessa férmula.

1. Dados os pontos A(0, 1, —1) e B(1, 2, —1) e os vetores 4 = (-2, -1, 1),
Vv=(3,0,-1) ew = (-2, 2,2), verificar se existem os numeros a,, a, € a, tais que

W =a,AB + a,u + a,v.

‘ Solucao

AB=B—A=(1,2,—1)—(0,1,—1)2(1,1,0)

Substituindo os vetores na igualdade dada, resulta



(=2,2,2)=a, (1,1,0) +a, (=2, -1,1) + a, (3,0, —1)
ou
(=2,2,2)=(a;,a,0)+ (—2a,, —a, a,) + (3a,, 0, —a,)
Somando os trés vetores do segundo membro da igualdade, vem
(=2,2,2) =(a,—2a,+ 3a,, a,—a,, a,— a,)
Pela condi¢ao de igualdade de vetores, obteremos o sistema
a, —2a, +3a; =-2

al—a2=2 (4)
a,—a; =2

que tem por solugdo a,=3,a,=1ea,=—1.
Logo

W=3AB4+id-V

Observacao

No plano, todo conjunto {V,, V,} de dois vetores ndo paralelos constitui uma de
suas bases, ou seja, todo vetor desse plano é combinacdo linear de V, e V,.

No espago, todo conjunto de trés vetores ndo coplanares constitui uma de suas
bases, isto é, todo vetor do espa¢o pode ser escrito de modo tnico como combinagio
linear dos vetores desta base.

Como no exercicio anterior, o sistema (4) tem solu¢do tnica (a, = 3,a,=1¢e
a, =—1), podemos “intuir” que o conjunto {rB, 4, v} é uma base desse espago e, por-

tanto, estes trés vetores sdo nao coplanares.

2. Encontrar o vértice oposto a B no paralelogramo ABCD, sendo dados A(3,-2,4),
B(5,1,-3) e C(0, 1, 2).

‘ Solucao

O ponto D (Figura 1.62) é dado por

D=A+BCouD=C+BA D C
Como BC =C - B = (-5, 0, 5), pela 12
igualdade obtemos

£ B
D=(3,-2,4) +(-5,0,5)
Figura 1.62

D=(-2,-2,9)

3. Sabendo que o ponto P(—3, m, n) pertence a reta que passa pelos pontos A(1,-2,4)
e B(-1,-3, 1), determinar m e n.
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‘ Solucao
Como os pontos A, B e P pertencem a mesma reta (Figura 1.63), qualquer du-
pla de vetores formados utilizando estes trés pontos sao paralelos. Tomemos a
condi¢do E//H), ou seja (-2, —-1,-3)//(—4, m + 2, n — 4) e, portanto,

=_ - 3 ou {—Z(m )= no sistema de solugdo m=—4 e n = -2.

—4 m+2 n-4 —2(n—4)=12

A B

[ ev]

Figura1.63

4. Seja o tridngulo de vértices A(4, -1, -2), B(2, 5, =6) e C(1, —1, —2). Calcular o
comprimento da mediana do tridngulo relativa ao lado AB.

~ Solucao

A mediana em questdo, de acordo com a C
Figura 1.64, é o segmento que tem como
extremidades o ponto médio M de AB e o

vértice oposto C. Entdo, o comprimento da

. > B
mediana é o médulo do vetor MC. e M
_ 5 Figura 1.64
MAF2 Z1H5 22260 s, -4y e
2 2 2

MC=C-M=(1,-1,-2) = (3,2, —4) = (=2, -3, 2)

Portanto, [MC| = [(=2)* + (-3¢ +2* = J4+9+ 4 =1/17.

Problemas propostos

1. Dados os vetores i =21 —3j,V=1— ] e W=-2] + j, determinar

~ 1 .

a) 2u-vV b) Eﬁ_zv_w
V—l+2W d) 3d Lo la

vV — — =V - —

c) u + ) 3u 5 5

2. Dados os vetores i = (3,—1) e V= (-1, 2), determinar o vetor X tal que

a) 4u-v)+



10.

11.

12.

13.

Dados os pontos A(—1, 3), B(2, 5), C(3, 1) e O(0, 0), calcular
a) OA-AB b) OC-BC ¢) 3BA —4CB

. Dados os vetores i = (2, —4), V= (-5, 1) e W = (12, 6), determinar a, e a, tais

que W =a,u + a,v.

Dados os pontos A(3, —4) e B(—1, 1) e o vetor v = (-2, 3), calcular
a) (B-A)+2v c) B+2(B-—A)

b) (A-B)-V d) 3Vv-2(A-B)

Sejam os pontos A(—5, 1) e B(1, 3). Determinar o vetor V tal que

a) B=A+2V b) A=B+3V
Construir o grafico correspondente a cada situagdo.

Representar em um grafico o vetor ABeo correspondente vetor posi¢ao, nos casos:
a) A(-1,3)eB(3,5) c) A(4,0)eB(0,-2)
b) A(-1,4)eB(4,1) d) A(3,1)eB(3,4)

Qual ponto inicial do segmento orientado que representa o vetor V= (-1, 3), sabendo
que sua extremidade estd em (3, 1)? Representar graficamente esse segmento.

No mesmo sistema cartesiano xOy, representar:

a) os vetores u = (2,—-1) e V= (-2, 3), com origem nos pontos A(1, 4) e
B(1, —4), respectivamente;

b) os vetores posicao de i e V.
Sejam os pontos P(2, 3), Q(4, 2) e R(3, 5).

a) Representar em um mesmo gréifico os vetores posicdo de 4, Ve w de modo
queQ=P+14,R=Q+VeP=R+w;

b) Determinar U+ V + W.

Encontrar o vértice oposto a B, no paralelogramo ABCD, para:

a) A(-3,-1),B(4,2)eC(5,5)

b) A(5,1),B(7,3) e C(3,4)

Sabendo que A(1,-1), B(5,1) e C(6,4) sao vértices de um paralelogramo, determinar
o0 quarto vértice de cada um dos trés paralelogramos possiveis de serem formados.
Dados os pontos A(-3,2) e B(5,-2), determinar os pontos M e N pertencentes

1 — 2 —
ao segmento AB tais que AM = 5 AB e AN = — AB. Construir o grafico, marcando

os pontos A, B, M, N e P, em que P seja tal que AP = % AB.

Lo|n}ide)
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Sendo A(-2, 3) e B(6, —3) extremidades de um segmento, determinar:

a) ospontos C, D e E que dividem o segmento AB em quatro partes de mesmo

comprimento;

b) os pontos F e G que dividem o segmento de AB em trés partes de mesmo
comprimento.

O ponto P pertence ao segmento de extremos A(x,, v,) e B(x,, v,), e a sua distancia
ao ponto A ¢é a terga parte da sua distancia ao ponto B. Expressar as coordenadas
de P em fung¢do das coordenadas de A e B.

Dados os vetores U = (1,—-1), V=(-3,4) e w = (8, —6), calcular:

v

a) |uf b) W] ¢) |20 - W] D
- B - - u

e) |V f) |u+ 9| g) |[w — 34| h) H

Calcular os valores de a para que o vetor U = (a, —=2) tenha mé6dulo 4.

- I, . o
Calcular os valores de a para que o vetor u = (q, E) seja unitdrio.

Provar que os pontos A(-2, —1), B(2, 2), C(-1, 6) e D(-5, 3), nesta ordem, sdo
vértices de um quadrado.

Encontrar um ponto P do eixo Ox de modo que a sua distdncia ao ponto A(2,-3)
seja igual a 5.

Dados os pontos A(—4, 3) e B(2, 1), encontrar o ponto P nos casos:
a) P pertence ao eixo Oy e ¢é equidistante de A e B;
b) P é equidistante de A e B e sua ordenada é o dobro da abscissa;

¢) P pertence a mediatriz do segmento de extremos A e B.

Encontrar o vetor unitdrio que tenha (I) o mesmo sentido de V e (II) sentido

contrério a V, Nnos casos:

Dado o vetor V = (1, —3), determinar o vetor paralelo a V que tenha:
a) sentido contrdrio ao de v e duas vezes o médulo de V;
b) o mesmo sentido de V e mddulo 2;

¢) sentido contrdrio ao de Vv e médulo 4.



24,

25.

26.

27.

28.

29.

30.

Tragar no mesmo sistema de eixos os retdngulos de vértices
a) A(0,0,1),B(0,0,2),C(4,0,2) e D(4,0, 1)
b) A(2,1,0),B(2,2,0),C(0,2,2) e D(0, 1, 2)

Tragar o retdngulo formado pelos pontos (x, v, z) tal que

a) x=0,1<y<4 e 0<5z<4

h) —1<x<2, 0<y<3ez=3

Construir o cubo constituido dos pontos (x, y, z), de modo que

a) —4<x<-2,1<y<3 e 0<z<2

b) —2<x<0, 2<y<4 e —4<z<-2

Construir o paralelepipedo retangulo formado pelos pontos (x, y, z), de modo

que 1 £x<3,3<y<5e0<z<4. Quais sdao as coordenadas dos oito vértices do
paralelepipedo?

Calcular a distancia do ponto A(3, 4,-2)

a) ao plano xy; d) ao eixo dos x;
b) ao plano xz; e) ao eixo dosy;
¢) ao plano yz; f) ao eixo dos z.

A Figura 1.65 apresenta um paralelepipedo retangulo de arestas paralelas aos
eixos coordenados e de medidas 2, 1 e 3. Determinar as coordenadas dos vértices
deste s6lido, sabendo que A(2, -1, 2).

Figura 1.65

O paralelepipedo retingulo de dimensdes 3, 4 e 5 estd referido ao sistema Oxyz,

conforme a Figura 1.66. Considerando um segundo sistema chamado O'x'y'z', no
qual Ox//O'x', Oy//O'y' e Oz//O'z', e sendo O' um dos vértices do paralelepipedo

Lo|n}ide)
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31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

de acordo com a figura, determinar as coordenadas dos pontos O, A, B, C,D e O'

em relagao aos sistemas dados.

Z 7'
\ \
5 C
:
L
I ! 1
D L 9 >
:
L
poX
+
I
37
A B
X
Figura 1.66

Dados os pontos A(2, -2, 3) e B(1, 1, 5) e o vetor V = (1, 3, —4), calcular:
a) A+3V c) B+2(B-A)
h) (A—B)-7 d) 2V-3(B-A)

Dados os pontos A(3, —4, —2) e B(=2, 1, 0), determinar o ponto N pertencente
R, 2_,
ao segmento AB tal que AN = EAB .

Dados os pontos A(1, -2, 3), B(2,1,-4) e C(-1,-3, 1), determinar o ponto D tal
que ﬁ+@=6 .
Sabendo que 314 — 4V = 2w, determinar a, b, e ¢, sendo U = (2, -1, c),

V=(a,b-2,3)e w=(4,-1,0).

Dados os vetores U= (2,3,-1),V=(1,-1,1) e w = (=3, 4, 0),
a) determinar o vetor X de modo que 3U — V + X = 4X + 2W;

b) encontrar os numeros a,, a, € a, tais que a,u +a,v + a,w = (-2, 13, -5).

Representar no mesmo sistema OXYZ o vetor v = (1, _1, 3) com Origem nos pOntOS
O(O) 0) 0)) A(_3) _4$ 0)) B(_za 41 2)) C(3) 0) _4) € D(3) 4) _2)

Sendo A(2,-5,3) e B(7,3,—1) vértices consecutivos de um paralelogramo ABCD
e M(4, -3, 3) o ponto de interse¢dao das diagonais, determinar os vértices C e D.

Determinar os trés vértices de um tridngulo sabendo que os pontos médios de
seus lados sao M(5, 0, -2), N(3,1,-3) e P(4, 2, 1).



39.

40.

a1,

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

Dados os pontos A(1, -1, 3) e B(3, 1, 5), até que ponto se deve prolongar o seg-
mento AB, no sentido de A para B, para que seu comprimento quadruplique
de valor?

Sendo A(-2, 1, 3) e B(6, -7, 1) extremidades de um segmento, determinar:

a) ospontos C,D e E, nesta ordem, que dividem o segmento AB em quatro partes

de mesmo comprimento;
b) os pontos F e G, nesta ordem, que dividem o segmento AB em trés partes de

mesmo comprimento.

O ponto A é um dos vértices de um paralelepipedo e os trés vértices adjacentes
sdo B, C e D. Sendo AA' uma diagonal do paralelepipedo, determinar o ponto A'
nos seguintes casos:

a) A(3,5,0),B(1,5,0),C(3,5,4) e D(3,2,0)
b) A(_l; 2)1)) B(3) _1) 2)) C(4) 1)_3)eD(O) _3) _1)
c) A(_la 2) 3)1 B(z) _1) 0): C(3) 174) eD(_zr 07 5)

Apresentar o vetor genérico que satisfaz a condigdo:

a) paralelo ao eixo x; e) ortogonal ao eixo y;
b) representado no eixo z; f) ortogonal ao eixo z;
¢) paralelo ao plano xy; g) ortogonal ao plano xy;
d) paralelo ao plano yz; h) ortogonal ao plano xz.

Quais dos seguintes vetores Gi = (4,—6,2), V = (—6,9,~3), W = (14,-21,9) e t = (10,-15,5)
sdo paralelos?

Dado o vetor w = (3, 2, 5), determinar a e b de modo que os vetores
i=(3,2,-1)eVv=_(a, 6,b)+ 2w sejam paralelos.

A reta que passa pelos pontos A(-2,5, 1) e B(1, 3, 0) é paralela a reta determinada
por C(3,-1,-1) e D(0, m, n). Determinar o ponto D.

Verificar se sdo colineares os pontos:

a) A(-1,-5,0),B(2,1,3) e C(-2,-7,-1)

b) A(2,1,-1),B(3,-1,0) e C(1,0,4)

¢) A(-1,4,-3),B(2,1,3)eC(4,-1,7)

Sabendo que o ponto P(m, 4, n) pertence a reta que passa pelos pontos A(-1, -2, 3)
e B(2, 1, -5), calcular m e n.

Encontrar o vértice oposto a B, no paralelogramo ABCD, para

a) A(-1,0,3),B(1,1,2) e C(3,-2,5)

b) A(4,0,1),B(5 1,3) e C(3,2,5)

Lo|n}ide)
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49,

50.

51.

52.

53.

54.

55.

56.

Verificar se sao unitdrios os seguintes vetores:
( 1 2 1 )
Vo' Vo' o

. - 13 . s
Determinar o valor de n para que o vetor Vv =(n, —E, Z) seja unitario.

i=(1,1,1)e v=

Determinar o valor de a para que U = (g, —24, 24) seja um versor.

Dados os pontos A(1,0,—-1),B(4,2,1) e C(1, 2,0), determinar o valor de m para
que |V] = 7, sendo ¥v=mAC + BC .

Determinar o valor de y para que seja equildtero o tridngulo de vértices A(4,y, 4),
B(10,y,-2) e C(2, 0, —4).

Obter um ponto P do eixo das abscissas equidistante dos pontos
A(3,—1,4)eB(1,-2,-3).

Obter um ponto P do eixo das cotas cuja distancia ao ponto A(-1, 2, —-2) seja
igual a 3.

Dado o vetor Vv = (2, -1, —3), determinar o vetor paralelo a Vv que tenha

a) sentido contrario ao de v e trés vezes o médulo de v;

b) o mesmo sentido de v e mdodulo 4;

¢) sentido contrdrio ao de v e médulo 5.

‘ Respostas de problemas propostos

1. a) (3,-5) b) (=5, 4) ) (1,-3) 0 (2.-9)
15 15 23 11

2. a) (—7,7) bh) (?,?)

3. a) (_4) ]-) b) (2) 5) C) (_5) _30)

4. a,=-lea =2

5 a) (=8, 11) b) (6,—-8) ¢) (=9, 11) d) (-14,19)

6. a) v=(3,1) b) \7=(—2,—§)

8. (4,-2)
10. b) 0
11. a) D(-2,4) b) D(1,2)

12. (2,2),(0,-4) e (10, 6)

7 2
13. M(LO)) N(g: _5)) P(9)_4)



14.

15.

16.

17.

18.

20.
21.

22.

23.

21.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

3 3 2 10
et = ] z —
a) C(O,z),D(Z,O),E(4, 2) ) F(3,1),G(3 ,—1)

3..% 3 %,
P(4x1+ 2 Vi + )
a) \2 b) 10 ¢) 2413 i) (-2, 4
55
e) 5 f) V13 0) /34 h) 1
+2./3
R
2
(6,0) ou (-=2,0)
a) P(O 5) b) P(-5,-10) ¢) P(x,3x+5),xe R

a) (e, Lye(L L, B) (e — ) e (e
\/5’\/5 V2" 2 V10T V10" V10 V1o
143 V3

( 2 ) (__ _7) d) (0’ 1) (S (0:_1)
a) (-2, 6) b) (%,—%> 0) (- f— f_

Vértices da base inferior: (1, 3, 0), (1, 5,0), (3,3,0) e (3,5,0)
Vértices da base superior: (1, 3, 4), (1,5,4),(3,3,4) e (3,5, 4)

a) 2 d) 245
h) 4 e) \/B
c) 3 f) 5

B(z) _3) 2)) C(3) _3) 2)) D(3) _1) 2)1 E(?), _1$ 5)) F(z) _1) 5)) G(z) _3) 5))
H(3, -3, 5)

Em rela¢do a Oxyz: O(0, 0, 0), A(3, 0, 0), B(3, 4, 0), C(0, 4,5), D(3,0,5) e
0'(3,4,5)

Em relagao a O'x'y'z': O(-3, -4, -5), A(0,—4,-5), B(0, 0, -5), C(-3, 0, 0),
D(0, -4, 0) e O'(0, 0, 0)

a) (5,7,-9) ¢) (-1,7,9)

b) (0, -6,2) d) (5,-3,-14)
6

N(l,—2,—g)

D(-2,-6,8)

Lo|n}ide)
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34.

35.

37.
38.
39.

40.

41,
42,

43.
44.
45.
46.
47.
48.

49,

50.

51.

52.

53.
54.
55.

56.

1 7
a=——,b=—ecc=4
2 4
. 112 4
a)xX=0—,———
) (3 3 3)

C(6,-1,3) e D(1,-9,7)
(4) _1’ _6)3 (6) 1) 2) € (2) 3) 0)

9,7,11)

5 3 2 57, .10
a) (0,-1, E)’ (2,-3,2), (4, -5, E) b) (5)—5,5),(?,—
a) (1,2,4) b) (9,-7,-4) ¢) (5,-4,3)
a) (x,0,0) e) (x,0,z)
b) (0,0,z) g) (0,0,2)
¢) (x,0) ) (xy0)
d) (0,y, z) h) (0,y, 0)
Sao paralelos: G, v e t
a=9eb=-15
D(0, 1, 0)
a) sim b) nao ¢) sim
m=5e n=-13
a) D(1,-3,6) b) D(2,1,3)

v é unitéario

y=%x2
P(3,0,0)

P(0,0,0) ou P(0,0,—-4)

a) (_6) 3) 9)

8
D ST

4

12

b) a,=2,a,=-3,a,=1

13 5,
3’3

) c) (_ﬂi
J14 V147 14



PRODUTO ESCALAR

@, DEFINICAO ALGEBRICA

Chama-se produto escalar de dois vetores i=x,i+y,j+zk e V=x,i+y,j+2,k, e serepre-

senta por U-V, ao namero real
wv=x,X, +y,y, +72,7, (1)

A= ]

O produto escalar de i por v também é indicado por <u,v> eselé“ud escalar v”.

1. Dados os vetores ﬁ:3f—53+8l; e \7:4f—23—1—<, tem-se
Wv=34)-5-2)+8(-1)=12+10-8=14

2. Sejam os vetores i=(3,2,1) e V=(-1,-4,-1). Calcular:

a)  (G+v)(20-v)

b) uu
¢) O
‘ Solugcao

a) Como u+v=(2,-2,0) e 2u—v=(6,4,2)—(—1,—4,—-1)=(7,8,3) , tem-se
(F+V)-(2u-v)=2(7)-2(8)+0(3)=14-16 +0=-2

b) G-u=3(3)+2(2)+11)=3>+2°+1>=9+4+1=14
c) 6-11:(0,0,0)-(3,2,1)=0(3)+0(2)+0(1)=0

3. Dados os vetores u={4,a,—-1) e v=(x,2,3) e os pontos A(4,-1,2) e B(3,2,—1), determinar

o valor de a tal que G-(V+BA)=5.
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‘ Solucao
BA=A-B=(1,-3,3)
¥+BA =(,2,3)+(1,-3,3) = (0t +1,~1,6)
Substituindo e resolvendo a equa¢ao dada, vem
(4,0,—1)-(0t+1,-1,6)=5
4(a+1)+a(-1)-1(6)=5
40+4—0—6=5

30.=

[SSHIEN RN |

o=

@, PROPRIEDADES DO PRODUTO ESCALAR

Para quaisquer vetores 4,V e W e o namero real o, é ficil verificar que:

) Gv=vi

1) o(u-v)=(ow)-v=u-(ov)
IV) G-i>0seti#0 ed-i=0, sei=0=(0,0,0)
V) ud-u=uf
De fato, vimos que o mddulo do vetor i=(x,y,z) é dado por
Gy ez
Tendo em vista que
u-u=(x,y,2)(x,y,z) =x*+y*+2%,
conclui-se que

|id|=i-a

ou, de modo equivalente, -t =[u[".

Demonstraremos a propriedade II, deixando a cargo do leitor as demais. Se

ﬁ=(X1)Y1>Z1)>V=(X2>Y2)Zz) € W=(X3,y3,23), entao



U-(V4+wW) =(X,71,2)) (X, +X5, 7, + 5,2, +23)
=X, +%,)+y,(y, +75) +2,(2, +25)
=X,X, + X, X3 + Y.V, + V1V +2,2, +2,24
=(XX, +y1Y2 +212,) +H(X X5 + Y1 Y5 +2,25)

=U0-V+uw

1. Sendo |U|=4,|V|=2 e -V =3, calcular (30 —-2V)-(—tu+4V).

‘ Solucao
(3u—2V)-(—u+4v)=3u-(—u+4v)—2v-(—u+4v)
=-3u-u+12u-v+2v-u—-8v-v
=3[} +14d -V 8|V [
=—3(4)* +14(3)—-8(2)
=—48+42-32
=-38

2. Mostrar que [U+v[P=|df +2u-v+|v |

‘ Solucao
[G+VP=(u+V)-(d+V)
=u-(U+v)+v-(u+v)
=U-u+u-v+v-u+v-v
=up +2u-v+|v[|
Observacao

De forma andloga, demonstra-se que

|GV =|ap —2a-v+|F]

3. Provar que (U+V)-(d—v) =) —|v[

zo|niidedy

le|edxsa olnpoid
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‘ Solucao

@) DEFINICAO GEOMETRICA DE PRODUTO
ESCALAR

Se 4 eV sdo vetores nao nulos e 0 o 4ngulo entre eles, entdao
U-v=|u||V|cos0 (2)
Aplicando a lei dos cossenos ao triangulo ABC da Figura 2.1, temos
|[u—vP=uf +|v}-2|t]|v]|cosb (3)

Por outro lado, de acordo com o exemplo 2 (item anterior):

|[G—vP=[df +|v ]} —2a-v (4)
Comparando as igualdades (3) e (4): C
[T +|V[ —2a-v=d] +|v[ —2]d||v]cosO - o
v u-v
e entdo

A ‘ — B

U-v =[U||v|cos6,0°<0<180° u

Figura 2.1

CONCLUSAO: O produto escalar de dois vetores nao nulos
é igual ao produto de seus médulos pelo cosseno do dngulo por eles formado.

Exemplo
Sendo |tU|=2, |V|=3 e 120" o angulo entre U eV, calcular
a) uv b) |i+7] o) |i-v|

‘ Solucao

a) Pela relagao (2), tem-se

ﬁ-\7=|ﬁ||\7|c05120°=(2)(3)(—%)=—3



b) Vimos que
[G+vP=ap +2u-v+|v [
Entao,
|[U+V[P=22+2(-3)+3*=7
e, portanto,
|G+7 =7
¢) De forma analoga, tem-se

|G- P =] —2d-v+|F]

=22 -2(-3)+3
=19
e, portanto,
|i-v =19
Observacoes

a) Vamos exemplificar a teoria com um caso particular
a equivaléncia das expressdes do produto escalar
apresentadas em (1) e (2). Na Figura 2.2 vemos

que o angulo formado pelos vetores i=(1,1,0) e

v=(0,1,0) é 45°. Entao, por (1), temos

i-v=1(0)+1(1)+0(0)=1

e, por (2),

NG

U-v=U||v]cos45° :(\/5)(1)(72):1

Figura 2.2

b) Deixaremos de demonstrar dois resultados vélidos para todos os vetores u e V:

1) |u-V|g|u||V| (Desigualdade de Schwarz)

2) |u+v|[gd|+|V| (Desigualdade triangular)

A segunda desigualdade confirma a propriedade geométrica
segundo a qual, em um triangulo (Figura 2.3), a soma dos com-

primentos de dois lados (|G |+]|V]|) é maior do que 0 comprimento

do terceiro lado (Ju+v|).

A igualdade somente ocorre quando u e V forem paralelos e de

mesmo sentido.

Figura 2.3

<y

z o|nyided

le|edxsa olnpoid
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¢) Como em (2) o sinal de iV é o mesmo de cos 0, concluimos que:
1) U-Vv>0 < cos 0 >0« 0°<0<90° (Figura 2.4(a))
2) U-v<0 <& cos 0< 0 < 90° < 0 <180° (Figura 2.4 (b))

3) U-v=0< cos 0 =0 < 0 =90° (Figura 2.4 (¢))

. v
v
0 v : D ¥
N i
u
(a) (b) (c)
Figura 2.4

Esta afirmacdo estabelece a condi¢do de ortogonalidade de dois vetores:

Dois vetores U e V sao ortogonais se, e somente se, u-v=0

Exemplos

1. Mostrar que os seguintes pares de vetores sao ortogonais:
a) u=(1,-2,3) e V=(4,5,2)
by 1 e}
‘ Solucao
a) uv=14)-2(5+32)=4-10+6=0

b) i-j=(1,0,0)-(0,1,0)=1(0)+0(1)+0(0)=0

Observacao

O vetor 0 é ortogonal a todo vetor, ou seja, 0-v=0 para todo V.

2. Provar que o tridngulo de vértices A(2, 3, 1), B(2,1,-1) e C(2, 2,-2) é um trian-

gulo retangulo.

(=]



‘ Solucao

A forma mais simples de provar a existéncia de um 4ngulo reto é mostrar que
existem dois vetores que determinam os lados do tridngulo cujo produto esca-
lar é zero. Consideremos os vetores

AB=(0,-2,-2)
AC=(0,-1,-3)

BC=(0,1,-1)

(poderiamos também considerar os seus vetores opostos).
Calculemos:

AB-AC =(0,-2,-2)(0,-1,-3)=0+2+6 =8 #0

AB-BC=(0,-2,-2)-(0,1,-1)=0—2+2=0

Tendo em vista que AB-BC =0, 0 tridngulo é retangulo em B.

3. Determinar um vetor ortogonal aos vetores v, =(1,—1,0) e ¥, =(1,0,1).

‘ Solucao

Seja U=(x,y,z) o vetor procurado. Como u é ortogonal a v, e V,, devemos ter

u-v, =(x,y,2)(1,-1,0)=x—-y =0

u-v, =(x,y,2)(1,0,1) =x+z=0

O sistema
(1) 1) _1)
{x -y=0 =
V2
x+z=0
tem infinitas solug¢des do tipo :/:
YEXCEE=R Figura 2.5

Logo, os vetores ortogonais v, e v, sdo da forma u=(x,x,—x) ou u=x(1,1,—-1),
x € R, ou seja, sdo todos multiplos de (1, 1, —1), conforme sugere a Figura 2.5.

z o|nyided
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4. Demonstrar que as diagonais de um losango sao perpendiculares entre si.

‘ Solucao
Lembremos que todo losango é um paralelogramo ‘C N
cujos lados tém o mesmo comprimento. Ly
Consideremos o losango ABCD (Figura 2.6). =5
Devemos mostrar que D B
ACDB=0 /
= u
Fazendo AB=1u e AD=V, pela figura vemos que v
AC=1i+V e DB=1-¥. Logo, A
Figura 2.6
AC-DB=(i+V)-(@—v)=|ip -| =0 (5)

pois |d = V|.

5. Provar, utilizando o produto escalar, que o 4ngulo inscrito em uma semicircun-

feréncia é reto.

‘ Solucao

Observemos que, considerados os vetores U e v
como na Figura 2.7, os vetores Ui+V e i—V de-
terminam o angulo inscrito na semicircunferén-
cia. Portanto, de maneira anédloga ao exemplo
anterior, visto em (5), temos

(G+7)(G—¥) =Jaf - |7 P=0

Figura 2.7

pois || V| (medida do raio).

@ CALCULO DO ANGULO DE DOIS VETORES

Da igualdade G-V =|u]|V|cos8, vem

=1}
<4

(6)

cosO=

El
=

férmula a partir da qual se calcula o 4ngulo 0 entre os vetores i e V nao nulos.



1. Calcular o angulo entre os vetores i =(1,1,4) e v=(—1,2,2).

‘Salu;éa
oo BT _ (LIA)(-1,2,2) 14248 9 1 2
[G)|¥] V1+1+161+4+4 189 3423 2 2

Logo,

O=arc cos( g) =45°

2. Sabendo que o vetor ¥v=(2,1,—1) forma 4ngulo de 60° com o vetor AB determi-
nado pelos pontos A(3, 1, —-2) e B(4, 0, m), calcular m.

‘ Solucao

De acordo com a igualdade (6), tem-se

<.11
%l

cos60° =

<!

||AB]

1 —
Como cos60°=5 e AB=B—-A=(l,-1,m+2), vem

1 (2111 -Lm+2)
2 Va+141V1+14m? +4m+4

2-1-m-2

1Y ~1-m )
(Ej _(\/6m2+24m+36J
1 142m+m?
4 6m’+24m+36
6m? +24m+36=4+8m+4m?
2m? +16m+32=0

m’+8m+16=0

Portanto, m = —4 (raiz dupla).
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3. Determinar os angulos internos ao tridngulo ABC, sendo A(3, -3, 3), B(2,-1,2)
e C(1,0,2).
~ Solucao
Observemos que, no triangulo ABC da Figura 2.8, o 4ngulo A é determinado

pelos vetores AB e AC. Logo,

_ AB-AC _ (-1,2,-1)(-2,3,-1) _2+46+1 9 098
|AB||AC|  V1+4+1J4+9+1 614 84 C

N 9
A = arc cos (—=)=10°53’
/84
A
Analogamente,
B
o Figura 2.8
g BABC _(1L-2,D)(-LLO) ~-1-2 -3 __3 ;

|BA||BC] V1+4+1J1+1+0 642 243 2
2 3
B=arc cos(—§)=150°
cosCo CACB _ (2-3D:(L-10) _ 243 _ 5 o

C=—e = = -
ICA||ICB| 4+9+1J1+1+0 14v2 28

A

C =19°7’. Notemos que A+B+C=180°.

=arc cos(i)
28

@ ANGULOS DIRETORES E COSSENOS
DIRETORES DE UM VETOR

Seja o vetor V:Xf+y3+zlz ndo nulo.
Angulos diretores de V sdo os angulos a, B e y

que V forma com os vetores i,) ek, respectiva-
mente (Figura 2.9).

Cossenos diretores de Vv sa0 0s cossenos de seus
angulos diretores, ou seja, cos a, cos e cos .

Figura 2.9



Para o cédlculo desses valores utilizaremos a férmula (6):

Observacao

Notemos que os cossenos diretores de V sdo precisamente os componentes do

versor de V:

)=(cosa,cosP,cosy)

Como o versor é um vetor unitdrio, decorre imediatamente que:

Exemplos

1. Calcular os 4ngulos diretores de v=(1,-1,0).

‘ Solucao

|5 |=V1+140=12

Utilizando (7), temos

1 2 .
oSOl =——==—..0=45

2 2

-1 2
cosp=—==——..3=135°

P V22 P

0 . o

COS'Y=$=0’Y=9O

zo|niidedy
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2. Os angulos diretores de um vetor sdo o, 45° e 60°. Determinar a.

‘ Solucao
Substituindo em (8), f por 45° e y por 60°, vem

cos® oL+ cos? 45°+cos? 60° =1

cos’ o +(%)2 +(%)2 =1

Logo, oo = 60° ou o = 120°.

3. Um vetor v do espaco forma com os vetores i e j angulos de 60° e 120°, respec-

tivamente. Determinar o vetor V, sabendo que |V|=2.

‘ Solucao

Seja Vv=(x,y,2) o vetor procurado. No caso presente: o0 = 60° e § = 120°. Entdo,
utilizando (7), temos

cos60°=é ou 1_x ,em que x = 1
[v| 2 2
1
005120°:% ou . ,em quey=—1
[V 2 2

Como |V|=2, ou seja,

VXY +z =2

vem
QP2 +(-1?+z>=4
72 =2
=42
Portanto,

¥=(1,-1,/2) ou v =(1,-1,—2)



4. Obter o vetor v, sabendo que |V|=4, Vv é ortogonal ao eixo Oz, forma angulo de

60° com o vetor i e 4ngulo obtuso com j.
~ Solucao
Sendo V ortogonal ao eixo Oz, ele é do tipo Vv=(x,y,0).
Por (7), tem-se
1
cos60°=é ou === em que x =2
[v| 2 4
Como |V]=4, ou seja,
JXI+y?t =4
vem
2y +y*=16

y2 =12

y=1+23

Tendo em vista que § (angulo de V com ;) é obtuso (90° < $ < 180°), na igual-
dade cos B =%, o valor de y é negativo.

v
Portanto,

¥ =(2,-2+/3,0)

@, PROJECAO DE UM VETOR SOBRE OUTRO

Sejam os vetores U e Vv ndo nulos e 0 o dngulo entre eles. Pretendemos decompor

um dos vetores, digamos V, tal que

V=V, +7,

sendo v, ||t eV, Lu.

A Figura 2.10 ilustra as duas situagdes possiveis, podendo ser 6 um angulo agudo
(Figura 2.10 (a)) ou obtuso (Figura 2.10 (b)).

O vetor Vv, é chamado projecdo ortogonal de V sobre u e indicado por

v, =projsv (9)

z o|nyided
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(=1

(a) (b)

Figura 2.10

Ora, sendo V, || 4, temos V, =0t e como V, =V—V, =V—ou é ortogonal a 4, vem

ou
vi—ou-u=0
e
v-a
o=—
a-u

Portanto, sendo v, =ad, por (9), conclui-se que
Proj,v =(—=)i (10)
u-u

@, INTERPRETACAO GEOMETRICA DO MODULO
DO PRODUTO ESCALAR

Se em (10) o vetor 4 é unitdrio (|i}=1), tem-se
proj;v =(v-u)d, pois u-u=|u[=1

e, portanto,

| projav |=|(v-u)d = v -u||d

ou

| projaV [=|v-d]

Logo,



O comprimento do vetor projecdo de V sobre U, sendo U unitdrio, é igual ao

médulo do produto escalar de V por .

1. Determinar o vetor proje¢ao de v=(2,3,4) sobre u=(1,—-1,0).

‘ Solucao
Temos
vu=2(1)+3(-1)+4(0)=-1
au=uf=Q0y+(-172+0*=2
Logo

v-u -1 11
oV = u= 1)_]-)0 = __)_)0
proj;v (ﬁ'ﬁ)u (2)( )=( D) )

2. Dados os vetores v=(1,3,—5) e i=(4,-2,8), decompor Vv como V=V, +7V,, sendo

V||t eV, L.

‘ Solucao
a) Pela Figura 2.10 e por (10), temos
V, = proj;v =(g)ﬁ
u-u
Como

Vi=1(4)+3(-2)—5(8)=—42

u-u=4%+(-2)*+8" =84, vem

—42 1
v, =—(4,-2,8)=—=(4,-2,8)=(-2,1,—4
=2 ( ) 2( )=( )

b) Sendo V=V, +V,, tem-se

¥, = -, =(1,3,-5)— (-2,1,—4)=(3,2,-1)

Observamos que v, L 4, pois,

¥, i=3(4)+2(-2)—1(8) =0

z o|nyided
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3. Sejam os pontos A(-1,-1,2),B(2,1,1) e C(m, -5, 3).
a) Para qual valor de m o tridngulo ABC é retangulo em A?

b) Determinar o ponto H, pé da altura relativa ao vértice A.

~ Solucao

a) Sendo A angulo reto, os vetores AB e AC (Figura 2.11) sdo ortogonais, ou

seja, AB-AC =0.

A
Como
|
—_— _ |
AB=(3,2,-1) e AC=(m+1,-4,1), vem i
|
3(m+1)+2(—4)-1(1)=0 :H
B Il-I C
3m+3-8—-1=0
Figura 2.1
3m=6
m=2
b) O ponto H é dado por
. _ . BABC__
H=B+BH, sendo BH:projﬁBA:ﬁﬁCBC
BC-BC
Mas
BA-BC=(-3,-2,1)-(0,-6,2)=0+12+2=14
e
BC-BC =(0,-6,2)-(0,—6,2) =0+36 +4 =40
Logo,
— 14 7 21 7
BH=—(0,-6,2)=—1(0,-6,2)=(0,——,—
40( ) 20( )= 10 10)
e, portanto,
21 7
H=(2,1,1)+(0,——,—
(2,L1)+( o 10)
ou
( _ll 17
" 10’10

@, PRODUTO ESCALAR NO PLANO

Todo o estudo feito neste capitulo em relagdo a vetores do espaco é vélido também
para vetores no plano.



Considerando os vetores U =(x;,y;) e V=(X,,y,), temos
a) UV=xX,+Y,Y,;

b) validade das mesmas propriedades do produto escalar;

o O ~ u-v
c) se 0 é o angulo entre U#0 e V#0, entdo c0s6=|4”4|
ul|v
d) 4LV se, e somente se, u-vV=0;
- A . .~ ~ _X !
e) se o e fsdao os angulos diretores de u,u#0, entao cosa—ﬁ e cosﬁ—ﬁ;
u u

f) cos’a + cos® B =1;

. v-u, . - =
g) proj;v=(——=)u, com u e V ndo nulos.
u-u

@ UMA APLICACAO NA FiSICA

O produto escalar é uma importante ferramenta matemdtica para a Fisica, uma
vez que intmeras grandezas fisicas sao definidas com seu emprego, como, por exem-

plo, o trabalho.
O trabalho realizado por uma forca constante F ao longo de um determinado

deslocamento d ¢é definido como o produto escalar dessa forga pelo deslocamento
efetuado pelo corpo no qual a forga esta aplicada.

Podemos observar que a com-

iy

ponente da forca F que realiza o

trabalho ¢ E, paralela ao desloca-

mento AB=d, conforme mostra a

Figura 2.12. = >

Entao,
Figura 2.12

|E. |=|F|cos®

em que 0 é o dngulo entre a forga e o deslocamento.

A grandeza fisica trabalho, notada por W, é uma grandeza escalar e tem como
unidade no Sistema Internacional o joule, notado por J.

A expressdo para o calculo do trabalho W é

W =F-.d ou W=|E||d|cosb

1J = 1N - 1m (1 Newton vezes um metro)

z o|nyided
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F
1. Calcular o trabalho realizado pelas forgas )II
constantes, F, E, FN eP (Figura 2.13) e pela R
for¢a resultante, para deslocar o bloco de E - == 15
A até B, sabendo que |F|=10N, |E |=8N, -
|P|=3N, |E |=3N, d=AB e|d|=10m. y A B
P

Figura 2.13
‘ Solucao
a) W; =|F||d|cos6
Como 0 = 0° (angulo entre Fe a), vem
W, =(10N)(10m)(1)=100]
b) W, =|E ||d|cosb
Como 0 = 180° (4angulo entre E e d), vem
W =(8N)(10m)(-1)=-80]
) W, =|P||d|cos6
Como 0 = 90° (4ngulo entre Pe ?1), vem
W, =(3N)(10m)(0)=0J
d) W, =& ||d|cosb
Como 6 = 90° (angulo entre E, e d), vem
Wy, =(3N)(10m)(0)=0)

Neste exemplo, o trabalho resultante W, das quatro for¢as pode ser calcu-
lado de duas maneiras:
a) pela soma algébrica dos trabalhos realizados pelas forcas:

Wi =W+ W, + W, + W

ou

Wy =100J—-80J+0J +0] =20]



b) pelo trabalho realizado pela forca resultante Ey:

E =F+E +P+E, (soma de vetores)

4

Como P+E =0, conclui-se que |E, [=2N
Logo,

W, =|E ||d|cosb(0=0°)

ou

W, =(2N)(10m)(1)=20]

2. Calcular o trabalho realizado pela forga /K

F para deslocar o corpo de A até B (Figu-

ra2.14), sabendo que FI=10N,| ABl=ld|=20m A
e 0=36,9°.

‘ Solucao

A Forga F (Figura 2.15) é decomposta em

F=8i+6j, na qual 8=|F|cos®, 6=|F|sen® 1
6N

los]

e d=20i+0j.

O trabalho realizado pela for¢a F pode ser 8N 0
A 1 B

calculado por d

o Figura 2.15
W=F.d (produto escalar)

W =(8i +6])-(20i +0j)
W =160]
ou por
W =|E||d|cos6
W =(10N)(20m)(c0s36,9°)

W =160]
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Problemas propostos

10.

1.

. Dados os vetores i =(2,-3,-1) e v=(1,-1,4), calcular:

a) 2u(-v) ¢) (U+v)-(u—v)

b) (U+3v)(v-2u) d) (4+v)-(v-1u)

Sejam os vetores u=(2,a,—1), v=(3,1,-2) e w=(2a—1,-2,4). Determinar a de modo
que U-v=(U+V)-(V+W).

Dados os pontos A (4, 0, —1), B (2, -2, 1) e C (1, 3, 2) e os vetores i=(2,1,1) e
v=(-1,-2,3), obter o vetor X tal que:

a) 3X+2V=x+(AB-Q)V b) (BC-v)X=(d-v)v—-3%
Determinar o vetor v, paralelo ao vetor i =(2,-1,3), tal que v-u=-42.

Determinar o vetor v do espaco, sabendo que |V|=5, V ¢ ortogonal ao eixo Ox,
VW=6 e W=1+2].

Determinar o vetor v, ortogonal ao eixo Oy, V-V, =8 e V-V, =—3, sendoV, =(3,1,-2)
eV, =(-11,1).

Dados os vetores i =(1,2,-3), v=(2,0,—1) e w=(3,1,0), determinar o vetor X tal que
Xu=-16,X-v=0 e X-w=3.

Sabendo que |t|=2, |V|=3 eu-v=-1, calcular:

a) (U-3v)u ¢) (U+V)(V—4u)

b) (2v—u)-(2v) d) (30 +4V)-(—20—-5V)

Calcular G-V +U-W+V W, sabendo que Gi+v+w=0, |ii|=2, |V|=3 e |W|=5.

Os pontos A, B e C sao vértices de um triangulo equilé- A
tero cujo lado mede 20 cm. Calcular AB-AC e AB-CA.
O quadrilatero ABCD (Figura 2.16) é um losango de 2309 2
lado 2.
ado B L] D
Calcular:
. I, 2 2
a) AC-BD d) AB-BC
b) AB-AD e) AB-DC ¢
c) BA-BC f) BC DA Figura 2.16



12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24,

Calcular [u+V]|, |[u—-V]| e (i+V)-(i—-V), sabendo que |t|=4, |¥]|=3 e o angulo

entre u e v é de 60°.

_ - L 3 .
Sabendo que [i]=+2, |7|=3 e que i e v formam angulo de anad, determinar:
a) |(2u—v)-(d-2v)]| b) |u-2v|
Verificar para os vetores i=(4,—-1,2) e v=(-3,2,-2) as desigualdades
a) |u-v|<|d||V| (Desigualdade de Schwarz)
b) |d+V|<|d|+]|V| (Desigualdade Triangular)
Qual deve ser o valor de o para que os vetores a = ai+ 2} —4k e b=2i+ (1—2(1)} +3k
sejam ortogonais?

Dados os vetores a=(2,1,a), B:(a+2,—5,2) e ¢=(2a,8,a), determinar o valor de

o para que o vetor a+b seja ortogonal ao vetor ¢ —a.
Dados os pontos A(-1, 0, 5), B(2,-1,4) e C(1, 1, 1), determinar x tal que AC e
BP sejam ortogonais, sendo P (x, 0, x — 3).

Provar que os pontos A(-1, 2, 3), B(-3, 6, 0) e C(—4, 7, 2) sdo vértices de um
triangulo retangulo.

Dados os pontos A(m, 1,0), B(m—1,2m,2) e C(1, 3,—1), determinar m de modo
que o tridngulo ABC seja retangulo em A. Calcular a drea do tridngulo.

Encontrar os vetores unitdrios paralelos ao plano yOz e que sdo ortogonais ao

vetor V=(4,1-2).

Determinar o vetor u tal que |ti|=2, sendo o angulo entre 4 e v=(1,-1,0) igual a
45° e U seja ortogonal a w=(1,1,0).

Seja o vetor v=(2,-11). Obter:

a) um vetor ortogonal a V;

b) um vetor unitdrio ortogonal a v;

¢) um vetor de médulo 4 ortogonal a v.
Sendo d1b, |d]=6 e |b|=8, calcular |a+b| e |d-b].

Demonstrar que, sendo 4, Vv e W vetores dois a dois ortogonais, entdo:

a) |u+vPeuf+|vp b) |[U+V+wP=[uP +|VP+|w]

z o|nyided
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25.

26.

217.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

Determinar o 4ngulo entre os vetores:
a) u=(2,-1,-1) e v=(-1,-1,2) b) d=(1,-2,1) e v=(-L1,0)

Seja o tridngulo de vértices A(3,4,4),B(2,-3,4) e C(6,0,4). Determinar o angulo
interno ao vértice B. Qual o 4ngulo externo ao vértice B?

Calcular os angulos internos do tridngulo de vértices A(2, 1, 3), B(1,0, —1)
e C(—1,2,1).

Calcular o valor de m de modo que o 4ngulo entre os vetores u=(1,-2,1) e

v=(-2,Lm+1) seja 120°.
Calcular n para que o 4ngulo entre os vetores v=(-3,1,n) e k seja de 30°.

Se |t|=4,|V|=2 e 120° o0 4ngulo entre os vetores U e V, determinar o 4ngulo entre

U+V e U—V e construir uma figura correspondente a esses dados.

Seja o cubo de aresta a representado na Figura 2.17. z
Determinar:
a) OA-OC d) |OB| e |OG| Vi D
S S Ff G
b) OA-OD e) EG-CG !
[ a
S I |
¢) OE-OB f) (ED-AB)OG i
. Op- - o=V
g) o 4ngulo agudo entre a diagonal do cubo e uma A S/ A
aresta; a B
h) o angulo agudo formado por duas diagonais x
do cubo. Figura 2.17

Calcular os angulos diretores do vetor v=(6,-2,3).

Os angulos diretores de um vetor d@ sdo 45°, 60° e 120° e |d|=2. Determinar 4.
Os angulos diretores de um vetor podem ser de 45°, 60° e 90°? Justificar.

Mostrar que existe vetor cujos dngulos diretores sao 30°, 90° e 60°, respectiva-
mente, e determinar aquele que tem médulo 10.

Determinar um vetor unitdrio ortogonal ao eixo Oz e que forme 60° com o vetor i.

Determinar o vetor @ de médulo 5, sabendo que é ortogonal ao eixo Oy e ao

vetor Vv=1i-2k, e forma angulo obtuso com o vetor i.

Determinar o vetor vV nos seguintes casos:



39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

a) v é ortogonal ao eixo Oz, |V|=8, forma angulo de 30° com o vetor i e angulo

obtuso com J;

b) ¥ é ortogonal ao eixo Ox, |V|=2, forma angulo de 60° com o vetor j e 4ngulo

agudo com k.

O vetor v é ortogonal aos vetores i=(1,2,0) e w=(2,0,1) e forma 4ngulo agudo

com o vetor j. Determinar v, sabendo que |7|=~/21.
Dados os vetores i=(3,0,1) e v=(-2,1,2), determinar proj,u e proj;v.

Determinar os vetores projecao de V=41i—-3j+2k sobre os eixos cartesianos x, y e z.

Para cada um dos pares de vetores 4 e V, encontrar a projecao ortogonal de v

sobre U e decompor Vv como soma de v, com V,, sendo V,||d eV, Lu.

a) u=(1,2,-2) e v=(3,-2,1) ¢) u=(2,0,0) e v=(3,5,4)
b) u=(LL1) e v=(3,1,-1) d) u=(3,1,-3) e v=(2,-3,1)
Sejam A(2, 1, 3), B(m, 3, 5) e C(0, 4, 1) vértices A

de um tridngulo (Figura 2.18) responda: ,

I

a) Para qual valor de m o tridngulo ABC ¢ re- '
tdngulo em A? B IE—I_| C

Figura 2.18

b) Calcular a medida da proje¢ao do cateto AB
sobre a hipotenusa BC.

¢) Determinar o ponto H, pé da altura relativa ao vértice A.

d) Mostrar que AH 1 BC.

Determinar o valor de k para que os vetores i =(-2,3) e v=(k,—4) sejam:
a) paralelos b) ortogonais

Obter os dois vetores unitdrios ortogonais a cada um dos vetores:

a) 4i+3] b) (-2,3) 6) (-1,-1)
Determinar um par de vetores unitdrios e ortogonais entre si, em que um deles
seja paralelo a \7=6f+8}.

Determinar, aproximadamente, o angulo entre os pares de vetores:

a) i=(2,1) e v=(4,-2) ¢) i=(L1) e v=(-11)

b) Gi=(1,-1) e v=(-4,-2)

z o|nyided

le|edxsa olnpoid
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48.

49.

50.

Dados os vetores u=i—j e Vv=2i+j, determinar o médulo e o 4ngulo que os
seguintes vetores formam com o vetor i:
a) u c) u+v e) v—u

h) v d) Qi-v

Determinar o valor de a para que seja 45° o 4ngulo entre os vetores u=(2,1)

e v=(1,a).

Para cada um dos pares de vetores 4 e V, encontrar o vetor projecao ortogonal

de V sobre U e decompor Vv como soma de ¥, com V,, sendo V,||[i eV, Ld.

a) u=(1,0) e v=(4,3) b) i=(1,1) e v=(2,5) c) i=(4,3) e v=(1,2)

‘ Respostas de problemas propostos

1. a) -2 b) 21 c) —4 d) 4
5

2. a==
8

1 2

3. 3,6, - b) (-=,-5,1

a) ( 9) b ( e )
4. ¥=(-6,3,-9)

5. v=(0,3,4) ouv=(0,3,—4)

6. v=(2,0,-1)

7. £=(2,-3,4)

8. a) 7 h) 38 c) -4 d) —181

9. -19

10. 200 e —200

1. a) 0 b) 2 c) —2 d) 2 e) 4 f—4
12. 37,13 e7

13. a) 37 b) /50

15. a=-5

16. a=3oua=-6

25
17. x=—

2
18. BA-BC=0



19.

20.

21.

22.

23.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

—) ou (0,—

\/—\/— \/— \/—
i=(1,-1,+2) ou i =(1,-1,—v2)

a) Entre os infinitos possiveis: (1, 1, —1)

1 1 1 4 4 4
b) Um deles: (—,—,——) ¢) Um deles: (—,—=,———=)
3 43 3 3 3 3
10e 10
a) 120° b) 150°
45° e 135°

A=50°57", B=57°1" e C=72°0

m=0oum=-18

n=4/30
arc 005—549 6’
= 3
3
a) 0 c) 0 e) a’ g) arc cosT554°44’
1
h) O d) av2 e a3 f) (a% a’a®) h) arc cos(5)570°31'

2
o=arc cos(g)53l°, B=arc cos(—7)5107° e  7y=arc cos( 2)565O
7
i=(2,1,-1)

N3o, pois cos? 45°+cos* 60°+cos? 90° = 1

(54/3,0,5)

G £ O)ou . By
2

a=(-25,0,—/5)

a) (4\/5)_4>0) b) (0)17\/5)

z o|nyided

le|edxsa olnpoid
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2
roj,u=(—,——,——) eproj;v=(——,0,——
proj (9 5 ) eprojgv =( 5)
41, =37, 2k

. 1 22 . 10 41
a vVi=t———7—""7>-)V, =——>
) v, =( 3 3) 2 (3 3 3)

h) \71 :(17111) € ‘72:(2)0)_2)
C) {;1 :(3)0>0) € ‘72:(0,5,4)

d) v,=(0,0,0) (U e V sao ortogonais) e v, =V

a) m=3 b) —-26 o) HCL Y 2
26 26 26 26
a) — h) -6
3 4 3 3 2 3 2
) E&==)el==~) ) (ﬁ,ﬁ)e(_ﬁ,_ﬁ)
1 1 1 1
) (\/—’_E)e(_ﬁ,ﬁ
ChHetdouheld,-d
5
a) arc cos(i):53° h) arc cos(—L)’—‘IOSC’ ¢) 90°
57 N
a) J2,45° d) V5 arc (:05(—%)2117O
b) ~/5,arc cos(%)z%" e) /5,arc cos(%)§63°
¢) 3,0°
a=3ouaq= —l
3
T e S N
a) V1_(470)>V2_(0)3) b) Vl_(2)2)>vz ( 2:2)

. 86, . 3 4
¢) Vi=(=—), V,=(—=,—
) 1(55) 2(55)



PRODUTO VETORIAL

@ PRELIMINARES

Antes de definirmos produto vetorial de dois vetores u e v, faremos algumas considera-

¢des importantes:

a) O produto vetorial é um vetor, ao contrdrio do produto escalar G-V, que é um escalar (nu-
mero real).
b) Para simplicidade de célculo do produto vetorial, faremos uso de determinantes. Um de-

terminante de ordem 2 é definido como

X; N

X, Vo

=XY, =XV

Por exemplo:

2
=(3)(5)—(-4)(2)=15+8=23
-4 5
¢) Algumas propriedades dos determinantes serdao utilizadas nesta secao:
¢,) a permutacao de duas linhas inverte o sinal do determinante.
Em relacao ao exemplo anterior, temos:
‘—4 5

3 2‘2(—4)(2)—(3)(5):—8—15:—23

¢,) se duas linhas forem constituidas de elementos proporcionais, o determinante é zero

(duas linhas iguais ¢ um caso particular).

No determinante a seguir, os elementos da segunda linha sao o triplo dos elementos da

primeira:

1 -2
3 -6

¢,) se uma das linhas for constituida de zeros, o determinante é zero.

Por exemplo,

5 7
0 0
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d) Um determinante de ordem 3 pode ser dado por

a b ¢
Yi 7 Xy 7 XY
X,y z|= - b+ C
Y. 7, X 7 X V2
X Y2 L

A expressdao da direita é conhecida como desenvolvimento do determinante pelo
Teorema de Laplace aplicado a primeira linha. Notemos que os trés determinantes de
ordem 2 dessa expressdo sdo obtidos a partir das duas tltimas linhas, desprezando-
-se nelas, pela ordem, a 12 coluna, a 22 coluna e a 32 coluna, trocando-se o sinal do

determinante intermedidrio.

Por exemplo:

3 -2 —4
1 3 5|= 5(3)—1 5(—2)+1 3(—4)
12 -2 2 -2 1
-2 1
=(6-5)(3)—(2+10)(-2)+(1+6)(—4)
=3+24-28
=—1

Observacao

Todas as propriedades dos determinantes anteriormente citadas fazem referéncia
as linhas da matriz pelo fato de, no estudo do produto vetorial, haver menc¢ao somente
a linhas. No entanto, as propriedades valem também para as colunas.

@, DEFINICAO DO PRODUTO VETORIAL

Chama-se produto vetorial de dois vetores

ﬁ=xlf+y1)?+zllz e \7=xzf+y2)T+zzlz , tomados nessa ordem, e se representam

por UXyV, ao vetor

Xy Zy|+

X3 Y

X Y2

k (1)

O produto vetorial de i por v também ¢ indicado por GAV e 1é-se “U vetorial V.

Observemos que a defini¢ao de i xV dada em (1) pode ser obtida do desenvolvimento
segundo o Teorema de Laplace (item d das Preliminares) substituindo-se a, b e ¢ pelos

vetores unitdrios i, j e k, fato que sugere a notagao



i j k
uxv=lx, vy, z (2)
X Va2 7

O simbolo a direita de (2) nao ¢ um determinante, pois a primeira linha contém
vetores em vez de escalares. No entanto, usaremos essa notacao pela facilidade de
memoriza¢ao que ela propicia no calculo do produto vetorial.

Exemplo
Calcular GxV para i=>5i+4j+3k e v=i+k.
. Solugcao

4 3
0 1

5 3
1

5
1

=

]+

S = e
— W R/

UuxXv=|5
1

=(4-0)i—(5-3)j+(0—-4)k
=4i-2j—4k

. epe sy . S5 o
Dispositivo pratico para o calculo de u x v

Dispde-se os dois vetores em linha e repete-se, pela ordem, as duas primeiras
colunas. As trés componentes de UxV sdao dadas pelos trés determinantes, conforme
indicado a seguir. A vantagem do dispositivo é que nado se corre o risco de esquecer a
troca de sinal do determinante intermedidrio.

5 4 5. A4
0><i><1><0‘
——

1

-2 v
—4

Levando-se em consideragao as afirmagdes feitas sobre as propriedades dos de-
terminantes, concluimos de imediato que: S
uXxv
1) ¥xu=-(UX¥V),ou seja, 0s vetores VXU e UxV sao opostos (Fi-

gura 3.1), pois a troca de ordem dos vetores no produto vetorial
uxVv implica troca de sinal de todos os determinantes de or-
dem 2, ou seja, troca de sinal de todas as suas componentes.
o . > - > -
Por outro lado, como 1 XV #V X 1, conclui-se que o produto veto- VXu=—(uxyv)

rial ndo é comutativo (ao contrério do produto escalar: G-V =v-1). Figura 3.1

Portanto, no produto vetorial a ordem dos fatores é importante.

€ o|njiden
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2) uxv=0 se esomentese, U||V ,pois, nesse caso, todos os determinantes de ordem 2 tém suas
linhas constituidas por elementos proporcionais.

Estdo ai também incluidos os casos particulares:
I) {ixii=0 (determinantes de ordem 2 com linhas iguais)

II) x0=0 (determinantes de ordem 2 com uma linha de zeros)

Exemplos de produto vetorial de vetores paralelos:

a) ux(3u)=0 d) @-v)x(v-u)=0
b) (24)x(=71)=0 e) (2U+3V)x(61+97v)=0
¢) ([UxV)x(@xu)=0 f) (51)x0=0

Sabemos que um vetor estd bem definido quando conhecemos sua diregdo, seu

sentido e seu comprimento. A seguir passaremos a definir o vetor XV no caso de u

e Vv serem ndo nulos e ndo paralelos.

@ CARACTERISTICAS DO VETOR U x V

Consideremos os vetores U=(x,y;,2;) € V=(X,,Y,,2,)-

a) Dire¢ao de uxv
O vetor UuxV é simultaneamente ortogonal a i e V.

Considerando que dois vetores sao ortogonais quando o seu produto escalar é
zero, basta mostrar que

(ix¥) =0 e (Gx7)-v=0

Temos, entao:

(Uxv)-u= e X, — oo y, + o A
Y. 7, X 7 X Y2
DS ST A1
=X 74
X Y2 1

=0 (primeira e segunda linhas iguais)

Logo, ixV é ortogonal a 4.

De forma andloga, demonstra-se que (uxv)-v =0.



=2
<4y

Como o vetor VXU tem a mesma direc¢do de

X
uxV (apenas seus sentidos sao opostos), ele tam- T

bém ¢é ortogonal tanto a U como a v. A Figura 3.2
apresenta os vetores UXV e VXU ortogonais a um

plano m determinado por d e V.

-~
'
=4
<y

-
v Xu

Figura 3.2

Dados os vetores i=(3,1,2) e v=(-2,2,5), tem-se

1
=(1,-19,8)

uoN =/

j
uxv=3 1
2

(ixv)-i=(1,-19,8)(3,1,2)=3-19+16=0
(uxv)-v=(1,—19,8)-(-2,2,5)=—2—-38+40=0

b) Sentido de uxV

O sentido de ixV pode ser determinado utilizando-se a “regra da mao direita”

(Figura 3.3(a)). Sendo 6 o 4ngulo entre U e ¥, suponhamos que u (1°vetor) sofra uma
rotacao de dngulo 0 até coincidir com V. Se os dedos da mao direita forem dobrados

na mesma dire¢ao da rotacao, entdo, o polegar estendido indicara o sentido de UxV.

- -
uxv -

%4
<
e

(=}

<y
<y
X
=4

(a) (b)

Figura 3.3

€o|nyidedy
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A Figura 3.3 (b) mostra que o produto vetorial muda de sentido quando a ordem dos
vetores é invertida. Observemos que s6 serd possivel dobrar os dedos na dire¢ao de v para
U se invertermos a posi¢ao da médo, quando, entdo, o dedo polegar apontard para baixo.

Caso tenhamos duvidas sobre o sentido de GXV, podemos associar esses dois

vetores a uma dupla de vetores unitarios escolhidos entre i, j e k. Por exemplo, as-

sociando UXV com iXj e tendo em vista que

i
ixj=[1 (0,0,1)=Kk,

0

—_ O =l
o o i
Il

o sentido de k daria o sentido de @i X¥. Da mesma forma, temos
Ixkei e kxiz]

Na Figura 3.4 apresentamos um dispositivo mnemo-

—.y

nico para lembrar os seis produtos vetoriais possiveis com
esses trés vetores unitdrios que determinam o sistema car-

~4
_|_I

tesiano. Associando esses vetores a trés pontos distintos
de uma circunferéncia, e adotando o sentido anti-hordrio,
o produto vetorial de dois vetores sucessivos quaisquer é o
vetor seguinte. Assim, nesse dispositivo temos imediata- Figura 3.4
mente IX} =k (sentido anti-hordrio) e, consequentemente,
EXY:—E (sentido horario).

A tabela de dupla entrada apresenta as seis possibilidades com produto vetorial nao

nulo:

-
|
P
[«]]
—

¢) Comprimento de UuxVv

Se 6 é o0 4ngulo entre os vetores U e V ndo nulos, entao

|Gix¥ |=i||¥|sen® (3)



Esse resultado é imediato quando se conhece a identidade de Lagrange:

[axvP=[af|v} —(-v)y (4)
Como

2 VA ¥ X VA ’ X B

|GX;:Y1 e 1+1Y1

Y. 7, X, 7 X Y2
=(y,2, =Y,z ) +(X,2, = X%,2, ) +(X,y, =X, 7, (3)

€

|ﬁ|2|‘7|2_(ﬁ-v)2:(X12+Y12+Z$)(X§+Y§+Z§)_(X1X2+Y1Y2+lez)2 (6)

a identidade (4) poder4 ser verificada desenvolvendo-se os membros da direita de (5) e (6) e
constatando sua igualdade (a cargo do leitor).

Tendo em vista que
U-v=|u||v|cos6
a igualdade (4) pode ser escrita como
|[uxvVP=uf|v}—|uf|V] cos*®
=G|V} 1—-cos*0)
=G|V} sen’6
Extraindo as raizes quadradas e notando que sen 6 > 0 (pois 0° <0 < 180°), obtemos

|[uxV|=u||v|sen®

@, INTERPRETACAO GEOMETRICA DO MODULO
DO PRODUTO VETORIAL

Observando que no paralelogramo deter-
minado pelos vetores nao nulos i e v (Figu-

ra3.5),amedidadabase é|i|edaalturaé|v|sen6,
a drea A deste paralelogramo é

A = (base)-(altura) = |d||V|sen®

ou seja,

Figura 3.5

A=[ixV| (7)

€ o|njiden
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O resultado dado em (7) poderd ser expresso por: “a drea do paralelogramo de-
terminado pelos vetores U e V é numericamente igual ao comprimento do vetor ixXv”.

Vamos comprovar esse resultado por meio de um exemplo particular tomando

os vetores u=2i e v=3j. Temos, entao,

i j Kk
ixv=[2 0 0[=(0,0,6)=6k
0 3 0
(&
|[ixv|=6

A Figura 3.6 mostra claramente que o paralelo-
gramo determinado por U e Vv tem 6 u.a. (unidades

de drea), e o vetor iXV tem 6 u.c. (unidades de com-
primento). Numericamente essas medidas sao iguais.

Para encerrar o estudo do produto vetorial, as
conclusdes finais sdo:

1) O produto vetorial ndo é associativo, ou seja, em geral é
(UXV)XWZUX(VXW)

Basta considerar, por exemplo,

(Tx})xf=l§x}=—f

Figura 3.6

enquanto que

ix(jxj)=1x0=0

2) Para quaisquer vetores U, V, W e o escalar o, sao validas as propriedades
) Ux(@+w)=Uxv)+(uxw) e
U+ V)Xw=(UXW)+(VXW)
II) o(axv)=(od)xv=ux(ov)
II) 4 (VxXW)=Uxv)w

As demonstragoes dessas propriedades, todas ligadas a aplica¢do da defini¢ao (1)
e de propriedades dos determinantes além das citadas no texto, deixamos a cargo do
leitor como desafio.



1. Determinar o vetor X, tal que X seja ortogonal ao eixo dos y e i=XXV, sendo
i=(L1,-1) e v=(2,-L1).

‘ Solucao
Como X L0y, ele pode ser expresso da forma X =(x,0,z).

Entdo, u=XXV equivale a

j
1,1,-D=x 0

— N R/

ou
(1,1,-1) = (z, —x + 2z, —x)
Pela condi¢ao de igualdade de dois vetores resulta o sistema
z=1
—x+2z=1
—x=-1
cuja solugio éx=1ez=1.

Portanto, Xx=(1,0,1).

2. Sejam os vetores i=(1,—1,—4) e v=(3,2,-2). Determinar um vetor que seja
a) ortogonalaieV;
b) ortogonal a i e V e unitdrio;
¢) ortogonalad eV etenha mddulo 4;

d) ortogonala i eV etenha cotaiguala 7.

‘ Solugcao

a) Sabe-se que o vetor UxV é simultaneamente ortogonal a i e V. Como
multiplicar um vetor por um nimero real nao altera a sua dire¢ao, todos
os vetores do tipo (i xV),0 e R, sdo também ortogonais a u e v. Portanto,
esse problema tem infinitas solugdes.

€ o|njiden
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-1 —4/=(10,-10,5)

uxv=|1l
3 2 =2

Logo, as infinitas solucdes sao

0.(10,-10,5),a.e R

Observacao

Se chamarmos de X=(x,y,z) todos os vetores ortogonais a U e V, essas mes-
mas solugdes seriam obtidas resolvendo-se o sistema:

Xu=0 x—y—42z=0
5=0 % |3x+2y-2z=0

b) A partir de uxV (ou de qualquer o(uxv), o.#0), obtém-se dois vetores

unitarios:
L dxy _(10,—10,5)_(3 2 1)
Y laxv| 15 37 373
(S
g 221
: 33703

¢) Para obter um vetor de médulo 4 que seja ortogonal a 4 e v, basta multi-
plicar por 4 um vetor unitdrio:

2 21 8§ 84
4 )=\ T
(3 3 3) (3 3 3)

ou

22 1 8§ 8 4
4 )=\ " T
( 33 3) ( 33 3)

d) Entre as infinitas solugdes 01(10,—10, 5) = (10a, =100, 5a), deseja-se aquela

. . - . 7 ~
cuja cota é 7. Entdo, 500 = 7, ou seja, oc:g. Logo, temos a solu¢do

7
5(10,—10,5) =(14,-14,7)



3. Seja um tridngulo equildtero ABC de lado 10. Calcular [ABXAC]|.

~ Solucao
E uma aplicagdo direta da relagao (3):

IABXACI=IABIIACIsen A

Como A = 60° (Figura 3.7), vem

|Exﬁ|=(10)(10)(§)=5oﬁ

Figura 3.7

Observacao
Esse resultado representa a drea do paralelogramo determinado pelos vetores
AB e AC.

Logo, a drea do tridngulo da figura é a metade dessa drea, ou seja, 254/3.

4. Dados os vetores u=(1,—1,1) e v=(2,-3,4), calcular:
a) adrea do paralelogramo determinado por i e V;

b) aaltura do paralelogramo relativa a base definida pelo vetor u.

‘ Solucao

a) Sabemos de (7) que a drea A é dada por

A=|ixV| uxv
/
Como N
[uxvi=A
ik .
ixv=1 -1 1|=(-1,-2,-1) -
2 -3 4
tem-se

A=(-1,-2,-1)|=V1+4+1= J6 ua (unidades de é4rea). u
u
b) A Figura 3.8 ilustra novamente o significado Figura 3.8

geométrico de |ixV| eindicaa altura h que
se pretende calcular.

€ o|njiden
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De

A = (base)(altura) = |i|-h

vem

ou seja,

he V6 6
|1,-1,D)| 3

=2 uc (unidades de comprimento)

5. Determinar a distincia do ponto P(5, 1, 2) a reta r que passa por A (3, 1, 3) e
B (4,-1,1).

‘ Solucao

Seja d a distdncia do ponto P a reta r P

(Figura 3.9). Os vetores AB e AP de- T
terminam um paralelogramo cuja al-
tura relativa a base AB é a distancia = / r
ddePar. A B

Logo, de acordo com o problema an- Figura 3.9

terior, temos
_|ABx AP
|AB|

Como AB=(1,-2,-2), AP=(2,0,-1) e

i j Kk
ABXAP=|1 —2 -2|=(2,-3,4)
2 0 -1

vem

4o 1239 _Ja+9+16 _\/Eu .

C|1,-2,-2)] i+4+4 3



6. Dados os vetores i=(2,1,—1) e v=(1,—1a), calcular o valor de a para que a drea do

paralelogramo determinado por 4 e V sejaigual a J62.
‘ Solucao
A drea A do paralelogramo ¢ dada por
A=|uxv]|

Deseja-se que

|ixv|=+/62

Mas,
i j Kk
ixv=2 1 -ll=(a—1,-2a-1,-3)
1 -1 a
@
|(a—1,—2a—1,-3)|=/62
ou

J@—172+(-2a—1 +(-37 =+/62
Elevando ambos 0os membros ao quadrado e ordenando os termos, vem
a’—2a+1+4a*+4a+14+9=62

5a?+2a—51=0

em que

7. Dados os pontos A(2, 1, 1), B(3, -1, 0) e C(4, 2, -2), determinar
a) adreado tridangulo ABC;

b) a altura do tridngulo relativa ao vértice C.

€ o|njiden
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‘ Solucao

a) A Figura 3.10 mostra que, a partir do C
tridngulo ABC, é possivel construir um

h
B

paralelogramo ABDC, cuja area é o dobro
da drea do triangulo.

Como o paralelogramo é determinado

pelos vetores AB eAC, conclui-se que a Figura 3.10

drea A do tridngulo é

1 — —
AA:E|AB><AC|
Mas,
AB=(1,-2,-1), AC=(2,1,-3) e
i j k
ABXAC=[1 -2 -1/=(7,1,5)
2 1 -3
Logo,

1 1 1
AA:EK1L$F5J49H+2 :EJ7E§JEH&

b) A altura do tridngulo indicada na figura é a mesma do paralelogramo de
base AB. Como a drea A do paralelogramo é

A = (base)-(altura) = b-h , vem

_A_|ABXAC|_ 75 _5\/5_2\/5“
b |AB|] |@-2-D] 6 2

@, UMA APLICACAO NA FiSICA

O produto vetorial ¢ uma importante ferramenta matematica utilizada na Fisica.
Entre algumas de suas aplica¢des pode-se citar o torque.

O torque é uma grandeza vetorial, representado por 7, e estd relacionada com a
possibilidade de um corpo sofrer uma torg¢do ou alterar seu movimento de rotagdo.

A equagio para o cdlculo do torque é

T=FxF



em que |T| ¢ a distincia do ponto de aplicagdo da forca F ao eixo de rotacdo, ao qual o

corpo estd vinculado. .
©
Lembrando o cédlculo do médulo do produto vetorial visto em (3), tem-se é-
|2 |={%||F|sen® s
— =d el
em que 0 é o angulo entre T e F. 3
Q.
c
o
Exemplo <
m
z
z =
Calcular o torque sobre a barra AB (Figu- A o
ra 3.11), na qual ﬁ=f=2} (em metros), bl
F=10i (em newtons) e o eixo de rotagao é A T B
7\
0 €ixo z. > >y
Y7 */
F
X
Figura 3.1

‘ Solucao
O vetor torque, para o caso dessa figura, é dado por
T=(01+2j+0k)mxX(10i +0j+0k)N
ou
T=(0i+0j—20k)mN
ou
T=(-20k)mN
A intensidade (médulo) do torque pode ser calculada por
|%|=| || F |sen®=(2m) (10N )(sen90°) =20mN
ou por

|7 |=+(-207 =20mN

Observacao

Caso a forca F seja invertida (Figura 3.12), ou seja, F=—101 (em newtons), o
torque é dado por
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T=(0i+2)+0K)mx(-10i+0j+0k)N

ou

7 =(20k)mN

7 g
A r B

>’\I 2>y
|

Figura 3.12

Problemas propostos

1. Se ﬁz3f—§—21§,§=2f+4}—12 e w=—i+k, determinar

a) |ixd] e)

b) (2V)x(3v) )

c) (Uxw)+(wxu) g)

d) (uxv)x(vxu) h)
2. Efetuar

a) ixk e)

b)  jx(20)

—

)

¢)  (31)x(2k) 0)

) i(jxk) h)

(U—v)xw
(UXV)xw
UX(VXWw)

uxX(V+w)

(31)-(2])

(Bi)x(2])

3. Dados os pontos A(2,1,—-1), B(3,0, 1) e C(2, -1, =3), determinar o ponto D tal

que AD=BCxAC.

4. Determinar o vetor X tal que X+(1,4,-3)=-7 e XX(4,-2,1)=(3,5,-2).

5. Resolver os sistemas

Xxj =K
a) .
X-(4i —2j +k) =10

|

XX(2i —j+3k)=0
X-(i+2j-2k)=12



6. Dados os vetores i=(3,1,1), v=(-4,1,3) e w=(1,2,0), determinar X de modo que

10.

1.

12.

13.

14.

X1lw eXxu=v.

Considerando a Figura 3.13, calcular

a) OFxOD 4) ECxEA A
[ [ E, D
b) ACXFA e) OA-(OCxOE) !
]
P . ]
c) ABXAC f) GBXAF g/ G/ 2
| ] S —
Sejam os vetores i=(1,-2,1), v=(,1,1) e J/ C
/ a
w=(1,0,-1). Al
a) Utilizar o produto escalar para mostrar a
que os vetores sdo, dois a dois, ortogonais. X
Figura3.13

b) Utilizar o produto vetorial para mostrar que o produto vetorial de quaisquer
dois deles é paralelo ao terceiro vetor.

¢) Mostrar que Ux(Vvxw)=0.
Determinar um vetor simultaneamente ortogonal aos vetores i+2v e V-1, sendo
u=(-3,2,0) e v=(0,—1,-2).

Obter um vetor ortogonal ao plano determinado pelos pontos A(2, 3, 1), B(1,-1,1)
e C(4,1,-2).

Dado v,=(1,-2,1), determinar vetores v, e v, de modo que os trés sejam mutua-
mente ortogonais.

Dados os vetores i=(1,1,0) e v=(-1,1,2), determinar:

a) um vetor unitdrio simultaneamente ortogonal a 4 e V;

b) um vetor de médulo 5 simultaneamente ortogonal a 4 e v.

Determinar um vetor de médulo 2 ortogonal a i =(3,2,2) A
eav=(0,11). 2 /% N\
Com base na Figura 3.14, calcular B . \D
a) |ABxAD| d) |ABxCD| ) 5
b) |BAxBC| e) |BDxAC] 4

¢) |ABxDC| f) |BDXCD| Figura 3.14

€ o|njiden

|[E11013A 03Nnpolid
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21,

22.

23.

24.

25.

26.

Sendo |ﬁ|:2\/5, |[V|=4 e 45° 0 angulo entre U e v, calcular

2

a) |2uxv]| b) |“gx

1
-V
2

Determinar G-V, sabendo que |[ixV|=12, |i]=13 e V é unitério.

Dados os vetores i=(3,-1,2) e v=(-2,2,1), calcular:
a) adrea do paralelogramo determinado por ud e v;

b) a altura do paralelogramo relativa a base definida pelo vetor v.

Mostrar que o quadrilitero ABCD de vértices A(4, 1, 2), B(5, 0, 1),
C(-1,2,-2) eD (-2, 3,-1) é um paralelogramo e calcular sua area.

Dois vértices consecutivos de um paralelogramo sao A(2,—4,0) e B(1,-3,-1), e

o ponto médio das diagonais é M (3, 2, =2). Calcular a drea do paralelogramo.

Calcular o valor de m para que a drea do paralelogramo determinada por 4 =(m,-3,1)
e v=(1,-2,2) seja igual a \/%

Sabendo que |tU|=6, |[V|=4 €30° o 4ngulo entre U e V, calcular:

a) adrea do tridangulo determinado por U e ¥;

b) a drea do paralelogramo determinado por u e (—V);

¢) aarea do paralelogramo determinado por U+V e ui—V.

Calcular a drea do paralelogramo determinado pelos vetores U e Vv, sabendo que

suas diagonais sao u+v=(-1,3,4) e i—-v=(1,—-12).
Calcular a distancia do ponto P(4, 3, 3) a reta que passa por A(1,2,-1) e B(3,1,1).

Calcular a drea do triangulo ABC e a altura relativa ao lado BC, dado que:

a) A(-4,1,1),B(1,0,1)e C(0,-1,3);

b) A(4,2,1),B(1,0,1)e C(1,2,0).

Encontrar um vetor ortogonal ao plano determinado pelos pontos P, Q e R e
calcular a drea do tridngulo PQR, dado que:

a) P(3,0,0),Q(0,3,0),R(0,0,2);

b) P(2,3,0),Q(0,2,1),R(2,0,2).

Calcular z, sabendo-se que A (2, 0, 0), B(0, 2, 0) e C(0, 0, z) sdo vértices de um
triangulo de 4rea 6.



27. Dados os pontos A(2, 1, —1) e B(0, 2, 1), determinar o ponto C do eixo Oy de

28.

29.

modo que a drea do tridngulo ABC seja 1,5 u.a.

Sabendo que os pontos A(4, 0, 0), B(0,0,2), C(0, 3,0) e D(4, 3,-2) sao coplanares,
calcular a drea do quadrildtero ABCD.

Os pontos médios dos lados do tridngulo ABC sdao M(0, 1, 3), N(3, =2, 2) e
P(1, 0, 2). Determinar a drea do triangulo ABC.

‘ Respostas de problemas propostos

1.

10.

11.

12.

a) 0 e) (=5,0,-5) i) (8,-2,13)
b) 6 f) (_11_23)_1) ]) 0
c) 6 g) (_6) _20) ]-) k) 3
h) (8,-2,13) ) 5

d O
a) —j e) 0 iy 0
b -2k f) 6k o —i
) —6j g 0 k) 0
d 1 h) 0 N 1

. D(-4,-1,1)

. Xx=(3,-1,2)

. a) x=(1,-3,0) b) xX=(-4,2,—-6)

Nao existe X, pois U ndo é ortogonal a V.

a) (—a?,—a%a?) d) (-a’,—a*,—a’)
h) (_aZ’_azjo) e) 3.3
0 (0,0,2%) o

Um deles: (Gi+2v)x(v—t)=(-12,-18,9)
Um deles: RTSXXC:(IZ,—ilO)

Uma das infinitas solugdes: v, =(1,-2,1), v,=(1,1,1) e v,=(-10,1)

a)(l_l 1) ou (_1 1_1)
NN NERNCRIN S
5 5 5 5 5 5
b _)__’_ __7_)__
V FTEE " CEETH

€ o|njiden

|[E11013A 03Nnpolid
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24,

25.

26.

217.

28.

29.

(042,-V2) ou
a) 2\/5

b) 23

c) O

a) 16

5o0u->5

a) 3\/5
b) 10

NS
V&
3

a) ﬁe%

3
a) t(2,2,3),teRe

z=4ouz=—-4

5
C(0,1,0) ou C(O’E’O)
2./61
42

0,—v2,32)

d)

e) 4\/5

f)

h) 12

b)

J17
2

0

23

t(1,4,6),teR e

b)

b)

| oo

NN

@

7

=

ul

t)

\S)

24



PRODUTO MISTO

@, DEFINICAO
Chama-se produto misto dos vetores ﬁ:xlf+ylj+zllz, V= xzf+y2§+zzlz ew :x3f+y3}+2312

tomados nesta ordem, ao numero real 4-(Vxw).

O produto misto de 4, Vv e w também é indicado por (4,V,w).

Tendo em vista que

i j k
.. Y2 Zyfr Xy Zyl- |Xy Yalr
VXW=X, V, 2,|= i— + k
Ys 73 X5 73 X5 Vs
X5 Y Zs
vem
. Y. 7, X, 7, X Y
U(Vxw)=x, -V, +2,
Y5 Zs X5 73 X5 V3
e, portanto,
X iz

1)

w(Vxw)=|x, v, 7,

X5 Y3 73

Exemplo

Calcular o produto misto dos vetores i=21+3]+5k, v=—i+3]+3k e w=4i—3]+2k.

‘ Solucao
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@, PROPRIEDADES DO PRODUTO MISTO

As propriedades do produto misto decorrem, em sua maioria, das propriedades

dos determinantes.

1) O produto misto (4,V,w) muda de sinal ao trocarmos a posi¢do de dois vetores.

Em relacdo ao exemplo anterior, em que (4,V,wW)=27, teriamos

(V,u,w)=-27 (permutade u e

ol
[¢]

(wW,v,1)

—27 (permuta de

<i
¢}

(4,w,v)=-27 (permuta de

Se em qualquer um desses trés tltimos produtos efetuarmos nova permutacao de dois

vetores, o produto misto resultante volta a ser 27.

E o que acontece com (V,w,1)=27 , onde no primeiro deles permutamos i e W.

Entao, se em relacao ao produto misto (4,V,w) ocorrer
a) uma permuta¢do — haverd troca de sinal;

b)  duas permutag¢des — ndo altera o valor.

Resulta dessa propriedade que os sinais - e x podem ser permutados, ou seja,

(VX W) =(0xV)w

pois,

) (A+x,v,w)=(U,v,w)+(X,v,w)

Il
=l
P
b3}
g
=l
<
2

u,v,w+x

M) (au,v,w)=(4,av,w)=(u,vV,ow)=o(l,V,W)

IV) (G,v,w)=0 se, e somente se, 0s trés vetores forem coplanares.

Admitindo-se que (4,V,w)=0, ou seja,
- (VxW)=0, conclui-se que (vx W) L d. Por outro
lado, no estudo do produto vetorial vimos que o

vetor VxWw é também ortogonal a Vv e w. Assim,

como VxWw é ortogonal aos trés vetores 4, Vv e W,

estes sdo coplanares (Figura 4.1).

Figura 4.1



Reciprocamente, admitindo-se que Ui, Vv e W sejam coplanares, o vetor VxWw , por

ser ortogonal a V e W, é também ortogonal a u.

Ora, se U e VXW sdo ortogonais, o produto escalar deles é igual a zero, ou seja,
ﬁ'(vX\_A’]):(ﬁ,V,W):O
Observacao

A equivaléncia da propriedade IV continua valida em situa¢des particulares, tais
como:

a) se pelo menos um dos vetores for nulo (o determinante (1) é zero por ter uma fila
de zeros e os trés vetores sdo coplanares);

b) se dois deles forem paralelos (o determinante (1) é zero por apresentar duas filas de
elementos proporcionais ou iguais e os trés vetores sao coplanares).

1. Verificar se sdo coplanares os vetores i =(2,—11), v=(1,0,—-1) e w=(2,—1,4).

‘ Solucao
Como
2 =l 1
(w,v,w)=|1 0 -1|=3#0
2 -1 4

os vetores nao sao coplanares.

2. Qual deve ser o valor de m para que os vetores 4 =(2,m,0), v=(1,-1,2) e w=(-1,3,-1)
sejam coplanares?

Q@ solucio

Para que 4, vV e W sejam coplanares, deve-se ter (4,V,w)=0, ou seja,

2 m O
1 -1 2/=0
-1 3 -1

¥ ojnyiden

031SlIW 031npoid



edl}ljeue e1139woagd 2 salolap

ou

2-2m-12+m=0

e, portanto,

3. Verificar se os pontos A(1, 2, 4), B(-1,0,-2), C (0, 2,2) e D(-2, 1, —3) estdo no

mesmo plano.

’ Solucao

Os quatro pontos dados sao coplanares se forem coplanares os vetores AB, AC

e AD (Figura 4.2), e, para tanto, deve-se ter

Como D
-2 -2 -6
S p— A C
(AB,AC,AD)=-1 0 -=2(=0
-3 -1 -7 B

Figura 4.2

os pontos dados sao coplanares.

@ INTERPRETACAO GEOMETRICA DO MODULO
DO PRODUTO MISTO

Geometricamente, o produto misto
4-(Vvxw) éigual, em médulo, ao volume
do paralelepipedo de arestas determi-
nadas pelos vetores nao coplanares 4, v
e w (Figura 4.3).

A érea da base do paralelepipedo

¢ [9x]. h
Seja 0 o 4ngulo entre os vetores
u e vxw. Sendo VxXxw um vetor orto-
gonal a base, a altura serd paralela a
ele, e, portanto,
h=|t||cosb|

Figura 4.3



(E necessério considerar o valor absoluto |cos 0], pois 0 pode ser um angulo obtuso.)

Entdo, o volume V do paralelepipedo é
V = (4rea da base)(altura)
=V xw][t]|cos 8]
1% x7%|cos O]
=[u-(Vxw)|
no qual a ultima igualdade decorre da rela¢ao (2) do Produto Escalar.

Portanto,

V=@, v,w)|

Sejam os vetores 4 =(3,m,-2), v=(1,-1,0) e w=(2,—1,2). Calcular o valor de m para que

o volume do paralelepipedo determinado por U4,V e W seja 16 u.v. (unidades de volume).

. Solugcao
O volume do paralelepipedo é dado por
V=G, v,w)|
€, No caso presente, deve-se ter
|(4,v,w)|=16
Sendo
3 m -2
(U,v,w)=|1 -1 0[=-2m-8
2 -1 2
vem
|2m-8|=16

que, pela definicao de médulo, implica duas hipéteses:
-2m-8=16 ou -2m-8=-16
e, portanto,

m=-12 ou m=4

¥ o|nyidey

031SlIW 031npoid
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@ VOLUME DO TETRAEDRO

Sejam A, B, C e D pontos nao coplanares. Portanto,

os vetores AB, AC e AD também sdo nao coplanares. Em
consequéncia, esses vetores determinam um paralele-
pipedo (Figura 4.4) cujo volume é

V =|(AB,AC,AD)|

O paralelepipedo, por sua vez, pode ser repartido

em dois prismas triangulares de mesmo tamanho (con-

Figura 4.4

forme figura) e, portanto, o volume \'A de cada prisma

1
¢ a metade do volume V do paralelepipedo (V, =EV).

Por outro lado, da Geometria Espacial sabemos que o prisma pode ser repartido
em trés piraimides de mesmo volume, sendo uma delas o tetraedro ABCD. Assim, o

volume V, do tetraedro é um ter¢o do volume do prisma, ou seja,

1 1.1
V, ==V, =—(=V
3°F 3(2 )

ou

ou

V,=<|(AB.AC.AD)

Sejam A(1,2,-1),B(5,0,1),C(2,-1,1) e D(6, 1,-3) vértices de um tetraedro. Calcular:
a) o volume do tetraedro;

b) a altura do tetraedro relativa ao vértice D.

‘ Solucao

a) O volume do tetraedro é dado por

v :% (AB,AC,AD)



Mas

4 2 2
(AB,AC,AD)=|1 -3 2[=36
5 -1 -2

Portanto, o volume do tetraedro é

1
V,=—36=6 u.v.
6

b) Observemos na Figura 4.4 que a altura do tetraedro tracada do vértice D é a

proépria altura do paralelepipedo de base determinada por AB e AC.Como
o volume V do paralelepipedo é dado por

V = (4rea da base)(altura)

=|ABXAC|h
tem-se
h= v
|AB><AC|
mas,
i j k
ABxAC=|4 -2 2[=(2,-6,-10)
1 -3 2
e, portanto,
36 36 36 18

h_ =] = = &
(2-6-10)] V4+36+100 140 35

Problemas propostos

1. Dados os vetores i =(3,—L1), v=(1,2,2) e w=(2,0,—-3), calcular
a) (4,v,w) b) (W,4,Vv)
2. Sabendo que (4,v,w)=-5, calcular

a) (w,v,u) b) (V,u,w) ¢) (W,4,v) d)  v-(Wxu)

¥ ojnyiden
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10.

11.

12.

13.

Sabendo que 4:(Vxw)=2, calcular

a) u(wxv) d) (Wxw)-(3V)
h) v-(wxu) e) u-Q2Qwxv)
c) (VXw)-u f) (U+v)-(Uxw)

Sabendo que (4,w,X)=2 e (V,w,X)=5, calcular

a) (4,%,-w) c) (QU+4V,W,X)
b) (3u,3w,—2X) d) (5u-3v,2w,X)
Verificar se sao coplanares os vetores

a) u=(1,-1.2), v=(2,2,1) e w=(-2,0,—4)

b) u=(2,-1,3),v=(3,1,-2) e w=(7,-14)

Determinar o valor de k para que sejam coplanares os vetores
a) u=(,-Lk), v=(1,0,2) e w=(k,3,k)

b) u=(2,k1),v=(1,2,k) e w=(3,0,-3)

Verificar se sao coplanares os pontos

a) A(la 1) 0)) B(_Z) 1) _6)) C(_la 2) _1) ¢ D(z) _1) _4)
bh) A(2,1,2),B(0,1,-2),C(1,0,-3) e D(3,1,-2)
Para que valor de m os pontos A(m, 1, 2), B(2,-2,-3),C(5,-1,1) e D(3,-2,-2)

sdo coplanares?

Qual o volume do cubo determinado pelos vetores 1,] e k?

Um paralelepipedo é determinado pelos vetores i=(3,-1,4), v=(2,0,1) e
w=(-2,1,5). Calcular seu volume e a altura relativa a base definida pelos vetores i e V.
Calcular o valor de m para que o volume do paralelepipedo determinado pelos
vetores v, =(0,—1,2), ¥, =(—4,2,—1) e v, =(3,m,—2) seja igual a 33. Calcular a altura
desse paralelepipedo relativa a base definida por v, e ¥,.

O ponto A(1, -2, 3) é um dos vértices de um paralelepipedo, e os trés vértices
adjacentes sao B(2,-1,—-4), C(0,2,0) e D(-1, m, 1). Determinar o valor de m para
que o volume desse paralelepipedo seja igual ao 20 u.v. (unidades de volume).

Dados os pontos A(2, 1, 1), B(-1, 0, 1) e C(3, 2, —2), determinar o ponto D do

eixo Oz para que o volume do paralelepipedo determinado por AB, AC e AD
seja 25u.v.



14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Representar graficamente o tetraedro ABCD e calcular seu volume, sendo A(1, 1, 0),
B(6, 4, 1), C(2,5,0) e D(0, 3, 3).

Calcular o volume do tetraedro de base ABC e vértice P, sendo A (2,0,0), B (2,4, 0),
C(0,3,0) e P(2,-2,9). Qual é a altura do tetraedro relativa ao vértice P?
Sabendo que os vetores AB=(2,1,-4), AC=(m,~1,3) e AD=(-3,1,-2) determinam
um tetraedro de volume 3, calcular o valor de m.

Trés vértices de um tetraedro de volume 6 sdao A(-2,4,—1),B(-3,2,3) e C(1,-2,-1).
Determinar o quarto vértice D, sabendo que ele pertence ao eixo Oy.

Calcular a distancia do ponto D(2, 5, 2) ao plano determinado pelos pontos A(3, 0, 0),
B(0, -3, 0) e C(0, 0, 3).

Sendo |G|=3, |V|=4 e 120° o angulo entre os vetores U e V, calcular

a) |i+V|

b) [ix(V-u)]

¢) o volume do paralelepipedo determinado por ixV, u e V.
Determinar m e n para que se tenha

a) (m,n,2)-(4,-1,3)=-2 ¢) (m,n,2)-((3,1,2)x(0,1,-1))=9

b) (m,n,2)x(4,-1,3)=(8,—1,—11)

’ Respostas de problemas propostos

1. a) -29 b) —29

2. a) 5 b) 5 ¢) -5 d) -5

3. a) -2 b) 2 ¢) 2 d) —6
e) —4 f) —2

4. a) 2 b) —36 c) 24 d) —10

5. a) Nio b) Sim

6. a) 6 b) 2 ou -3

7. a) Sim b) Nao

8. m=4

9. 1

¥ ojnyiden
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

17

17 e —
30
17
m:4oum=——eh:£
4 89

m=6oum=2

D(0, 0, —10) ou D(0, 0, 15)

V=—nu.v

V=12u.v.eh=9u.c.

D(0, 2, 0) ou D(0, —4, 0)

4

— u.c.

NG

a) 13 b)
a) n=4m+ 8 b)

V =108 u.v.

n=m+1



@, EQUACAO VETORIAL DA RETA

Consideremos um ponto A(x,,y;,z) € um vetor ndo

nulo vV =(a,b,c). S existe uma reta r que passa por A e tem

a direcdo de v. Um ponto P(x, y, z) pertence a r se, e so-

mente se, 0 vetor AP é paralelo a v (Figura 5.1), ou seja,

AP=tv (1) <
1 It.
para algum rea Figura 5.1
De (1), vem
P-A=tv
ou
P=A+tv (2)
ou, em coordenadas,
(X:Y)Z):(XUYUZL)_"t(a)baC) (3)

Qualquer uma das equagdes (1), (2) ou (3) é denominada equacdo vetorial de r.

O vetor v é chamado vetor diretor da retar e t é denominado pardmetro.

Exemplo

A reta r que passa por A(1, —1, 4) e tem a dire¢do de v=(2,3,2) tem equagao vetorial, de
acordo com (3):

r:(x,y,z)=(1,-1,4)+2,3,2) (4)

em que (X, y, z) representa um ponto qualquer de r.
Se desejarmos obter pontos de 1, basta atribuir valores para t. Por exemplo, para t = 1,
obtém-se (x,v,z) = (1,-1,4) + 1(2,3,2) =(1,-1,4) + (2, 3,2) = (3, 2, 6) e, portanto, P, (3,2,6) er.
De forma andloga, para t = 2, obtém-se (x,y,z) = (1,—-1,4) + 2(2,3,2) = (5, 5, 8) e, por-

tanto, P,(5,5,8) er;
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para t = 3, obtém-se o ponto P,(7,8,10);

para t =0, obtém-se o préprio ponto A(1, -1, 4);

para t =—1, obtém-se o ponto P,(—1,—4,2);

e assim por diante. Se t assumir todos os valores reais, teremos todos os infinitos pontos da reta.

A Figura 5.2 mostra os pontos obtidos com seus correspondentes pardmetros.

De acordo com

P=A+tv
tem-se
P =A+(1)¥
P,=A+Q2)V
P=A+(3)v
P,=A+(-1v
A=A+(0)v
Observacoes

,_,.
Il
(e}

v
— | 3
J___O - —+ > Y
- 1 : ’/,’
SAREEEEEEEE
Figura 5.2

a) Vimos que a cada real t corresponde um ponto P € r. A reciproca também é verdadeira,

ou seja,a cada P € r corresponde um ndmero real t. Por exemplo, sabe-se que o ponto

P(5, 5, 8) pertence a reta

r:(x,y2) =(1,-1,4) +t(2,3,2)

Logo, o ponto (5, 5, 8) é um particular (x, y, z) na equagao (4) e, portanto, é ver-

dadeira a afirmacgao

(5,5,8) =(1,-1,4) +t(2, 3, 2), para algum real t.

Dessa igualdade, vem

(5,5,8)—(1,-1,4) =1(2,3,2)

ou

(4,6,4) = 1(2,3,2)

e, portanto, t = 2.



b)

A equagdo (4) nado ¢ a Unica equagdo vetorial de r. Existem, na verdade, infinitas
equacdes vetoriais de r, pois basta tomar outro ponto de r (em vez de A) ou outro

vetor qualquer nao nulo que seja multiplo de V. Por exemplo, a equag¢ao

(%,y%2)=(1,-1,4) + t(4,6,4)

é outra equacdo vetorial de r na qual se utilizou o vetor 2v=(4,6,4) como vetor

diretor, em vez de v=(2,3,2).

@, EQUACOES PARAMETRICAS DA RETA

Da equagao vetorial da reta

(x%,7,2)=(x1,¥,2,) +t(a,b,c)

ou, ainda,

(x,y,2)=(x, +at,y, +bt,z, +ct),

pela condigdo de igualdade, obtém-se

X=X, +at

y=y,+bt (5)
Z=17,+ct

As equagdes (5) sao chamadas equacdes paramétricas da reta.

Exemplos

1.

A reta r que passa pelo ponto A(3, —4, 2) e é paralela ao vetor v=(2,1,-3) e, de

acordo com (5), tem equagdes paramétricas

x=3+2t
r:iqy=—4+t
z=2-3t

Dado o ponto A(2, 3, —4) e o vetor v=(1,-2,3), pede-se:
a) Escrever equagdes paramétricas da reta r que passa por A e tem a dire¢do de V.
b) Encontrar os pontos B e C de r de pardmetros t = 1 e t = 4, respectivamente.

¢) Determinar o ponto de r cuja abscissa é 4.

S o|niiden
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d) Verificar se os pontos D(4, —1, 2) e E(5, —4, 3) pertencem a r.
e) Determinar para que valores de m e n o ponto F(m, 5, n) pertence ar.
f)  Escrever outros dois sistemas de equa¢des paramétricas de r.

g) Escrever equagdes paramétricas da reta s que passa por G(5, 2, —4) e é
paralela ar.

h) Escrever equagdes paramétricas da reta s que passa por A e é paralela ao
eixo dos y.

‘ Solugcdes
a) De acordo com (5), temos:
x=2+t
rey=3-2t
z=—4+3t

b) Das equagdes anteriores tem-se:

x=2+(1)=3
parat=1,vem qy=3-2(1)=1 .. B(3,1,-1)er
z=—4+3(1)=-1

x=2+(4)=6
parat=4,vem <y=3-2(4)=-5 .. C(6,-5,8)€er
z=—4+3(4)=8

¢) Como o ponto tem abscissa 4 (x = 4), temos
4 =2+t (12 equagao der) e, portanto, t = 2.
Como

s {y=3—2(2)=—1
z=—4+3(2)=2

o ponto procurado é (4, -1, 2).
d) Um ponto pertence a reta r se existe um real t que satisfaz as equacdes de r.
Para D(4, -1, 2), as equagdes

4=2+t
—1=3-2t
2=—4+3t

se verificam para t = 2 e, portanto, D € r.



Para E(5, —4, —3), as equagdes

5=2+t
—4=3-2t
—3=—4+43t

nao sao satisfeitas para o mesmo valor de t (t = 3 satisfaz a primeira equa-
¢do, mas nao as duas outras). Logo, E ¢ r.
e) Como F € r, as equagdes

m=2+t
5=3-2t se verificam para algum real t.
n=-—4+3t

Da equagao 5 =3 — 2t, vem t = —1 e, portanto,

m=2+(-1)=1
n=-4+3-1)=-7

f) Tomando o ponto B(3, 1,-1) € r (item b) e o vetor diretor
2v=2(1,-2,3) =(2,—4,6), tem-se

x=34+2t
r:yy=1-4t
z=—1+6t

Para o ponto C(6, =5, 8) e o vetor diretor —v=(-1,2,—-3), tem-se

X=6—t
r:yy=-5+2t
z=8-3t

g) Como s // 1, os vetores diretores de s sdo os mesmos de r. Para Vv =(1,—-2,3), tem-se

X=5+t
S:qy=2-2t
z=—4+3t

h) Como a reta s é paralela ao eixo y, um de seus vetores diretores é j=(0,1,0).

Entao,
x=2+0-t=2 x=2
s:qy=3+1-t=3+t ou <{y=3+t
z=—4+0-t=—4 z=—4

S o|niiden
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‘ RETA DEFINIDA POR DOIS PONTOS

A reta definida pelos pontos A e B é a reta que passa por A (ou B) e tem a dire¢ao

do vetor v=AB.

Escrever equagdes paramétricas da reta r que passa por A(3, —1,-2) e B(1, 2, 4).

‘ Solucao

Escolhendo o ponto A e o vetor V=E=B—A=(—2,3,6), tem-se

x=3—-2t
r:ay=-1+3t
z=-2+6t

@ EQUACOES PARAMETRICAS DE UM
SEGMENTO DE RETA

Consideremos a reta r do exemplo A B r

anterior e nela o segmento AB (origem A .
. . Figuras.3
e extremidade B) (Figura 5.3).

As equagdes paramétricas do segmento AB sdo as mesmas da reta r, porém, com

0<t<1,ouseja,
x=3-2t
AB:{y=-1+3t
z=-2+6t, te[0,1]

Observemos que
para t = 0, obtém-se o ponto A;
parat = 1, obtém-se o ponto B;
e para t entre 0 e 1, obtém-se os pontos entre A e B.

Se considerdssemos o segmento BA, a fim de manter o mesmo intervalo de varia-
¢do de t, para ponto tomariamos o B e para vetor diretor BA = A—-B=(2,-3,—6). Entio,
x=1+2t
BA:<y=2-3t
z=4-6t, te[0,1]



Notemos que as equagdes vetoriais dos segmentos AB e BA com 0 <t <1 sao
P=A+t(B-A) e P=B+t(A-B)
respectivamente, em que P(x, y, z) representa um ponto qualquer do segmento.
Observacao

A equagdo P = A + t(B — A) pode também ser expressa por

P=tB+(1-t)A

@) EQUACOES SIMETRICAS DA RETA

Das equagdes paramétricas

X=X, +at y=y,+bt z=1z,+ct

supondo abc # 0, vem

A t:Z_Zl

Como para cada ponto da reta corresponde um s6 valor para t, obtemos as igualdades

X=X Y~ Vi_ 2%
= = 6
a b C (6)
As equagdes (6) sao denominadas equagdes simétricas da reta que passa pelo ponto

A(x,,Y,,2,) e tem a dire¢do do vetor Vv =(a,b,c).

A reta que passa pelo ponto A(3, 0, —5) e tem a direcao do vetor V=(2,2,-1) tem

equagoes simétricas

Xx—=3 y z+5

2 2 -1

Se desejarmos obter outros pontos da reta, basta atribuirmos um valor qualquer

a uma das varidveis. Por exemplo, para x = 5, tem-se

5-3

1=

2 2 -1

y z+5

em que y =2 e z = —6 e, portanto, o ponto (5, 2, —6) pertence a reta.

So|nyidedy
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@, FQUACOES REDUZIDAS DA RETA

Em vez de realizar um tratamento genérico, tomaremos um caso particular.

Seja a reta r definida pelo ponto A(2, —4, —3) e pelo vetor diretor v=(1,2,-3), ela
pode ser expressa pelas equagdes simétricas

r_x—2_y+4_z+3
T 2 -3

(7

A partir dessas equagdes, pode-se expressar duas varidveis em fungao da terceira.

Isolando-se primeiro as varidveis y e z, e expressando-as em fun¢do de x, obtém-se

x—2 _ y_+4 x—2 _ ﬁ
1 2 1 -3
W(y+4) = 2(x-2) 1(z+3) = -3(x-2)
y+4 = 2x—4 z+3 = —3x+6
y = 2x-8 z = —3x+3 (8)

As duas ultimas equacdes sao equagdes reduzidas da reta r, na varidvel x.

Observacoes

a) E facil verificar que todo ponto P € r ¢ do tipo P(x, 2x — 8, —3x + 3), em que x pode
assumir um valor qualquer. Por exemplo, para x = 3, tem-se o ponto P,(3,-2,—6)€er.

b) Equagdes reduzidas na varidvel x serdo sempre da forma

y=mx+n
z=px+q

¢) Com procedimento idéntico, a partir das equagdes (7), podem-se obter as equagdes

1
X=5y+4
3 (equagdes reduzidas na varidvel y)
z=—2y-9
5 y
ou
1
X = —5 z+1
5 (equagdes reduzidas na varidvel z)
=——z-6
Y 3



d) A retar das equag¢des (7) pode ser representada pelas equagdes paramétricas

N

X=2+t )

©

=—4+2t =

Y c

z=-3-3t o

vi

Da primeira equagdo obtém-se t = x — 2 que, substituindo nas outras duas, trans- >
forma-as em o
et

V)

y=—4+2(x—-2)=2x—-38
z=-3-3(x-2)=-3x+3

que sdo as equagdes reduzidas de (8).

e) Para encontrar um vetor diretor da reta

y=2x-8
r:
z=-3x+3

uma das formas é determinar dois pontos A e B de r e, posteriormente, encontrar
o vetor AB=B—A. Por exemplo,
para x = 0, obtém-se o ponto A(0, -8, 3)

para x = 1, obtém-se o ponto B(1, -6, 0)

Logo, AB=(1,2,-3) é um vetor diretor de r.
Outra maneira seria isolar a varidvel x nas duas equagdes, obtendo-se, desse modo,

equagdes simétricas de r:

X y+8 z-—
1 2

na qual a leitura do vetor diretor (1, 2, —3) é imediata.

@, RETAS PARALELAS AOS PLANOS COORDENADOS

Uma reta é paralela a um dos planos xOy, xOz ou yOz se seus vetores diretores forem
paralelos ao correspondente plano. Nesse caso, uma das componentes do vetor é nula.

A Figura 5.4 mostra a reta r (r // xOy) que passa pelo ponto A(-1, 2, 4) e tem

vetor diretor v=(2,3,0) (a 32 componente é nula porque V|| xOy).
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Figuras.4

Um sistema de equagdes paramétricas de r é

x=—-1+2t
y=2+3t
z=4

Observacao

Como todos os pontos de r sao do tipo (X, y, 4), ou seja, sdo pontos de cota 4,
todos eles distam 4 unidades do plano xOy e, por isso, r // xOy. Por outro lado, sendo

P (x,,y,,4) e P,(x,,y,,4) pontos distintos de r, o vetor diretor PTP2 =(X, =X, ¥, —¥1,0)
sempre terd a 3@ componente nula.

Comentdrio idéntico fariamos para os casos de uma reta ser paralela aos outros
dois planos.

A Figura 5.5 mostra a reta r que passa por A(1, 5, 3) e é paralela ao vetor v=(-1,0,2)
e, portanto,

x=1-t

z=3+2t



>

\
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1
1
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1
1
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wul
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Figura 5.5

‘ RETAS PARALELAS AOS EIXOS COORDENADOS

Uma reta é paralela a um dos eixos Ox, Oy ou Oz se seus vetores diretores forem

paralelos a i=(1,0,0) ou a 3=(0,1,0) ou, ainda, a Ez(0,0,l). Nesse caso, duas das com-

ponentes do vetor sdo nulas.

Exemplo

N

Seja a reta r que passa por A(2,3,4) etem a
direc¢do do vetor v=(0,0,3). Como a direc¢do de ‘A

v é amesma de k, pois V=3k, a retar é paralela

ao eixo Oz (Figura 5.6).

v

A reta r pode ser representada pelas

equagoes ' ' X >y

x=2 A s
y=3
z=4+3t

Figura 5.6

Para o caso particular da reta ser paralela a um eixo coordenado, costuma-se
simplificar, e expressar as equagdes somente pelas constantes. Para o caso particular

anterior, diz-se que as equagdes de r sao

So|nyidedy
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x=2

y=3
subentendendo-se z uma variavel livre que assume todos os valores reais. Ou seja, todos os
pontos de r sao do tipo (2, 3, z) e as coordenadas constantes identificam perfeitamente a reta.

As Figuras 5.7 e 5.8 apresentam retas que passam por A(X,,y,,z,) e sdo paralelas
aos eixos Oy e Ox, respectivamente. Logo, suas equagdes, jd na forma simplificada, sao

X=X Y=% .
e , respectivamente.
=12, Z

Rt

O_f—)—) y 7O >
j Y
X1
X X
Figuras.7 Figura 5.8
Observacao

Os eixos Ox, Oy e Oz s@o retas particulares. Todas passam pela origem O(0, 0, 0)

e tém a diregdo de i,j ou k, respectivamente. Logo suas equag¢des sdo:

y=0 X
z=0" z

@, ANGULO DE DUAS RETAS

Sejam as retas r; e r, com as direc¢des de V, /

0 x=0
e , nesta ordem. 7
0 y=0

e V,, respectivamente (Figura 5.9).

O

Figura 5.9



Chama-se dngulo de duas retas 1, e 1, o menor angulo de um vetor diretor de 1; e

de um vetor diretor de r,. Logo, sendo 0 este 4ngulo, tem-se

[vi-v:|

(9)

,com0<0<

cosO=

[N ]

[vi]va]

Calcular o 4ngulo entre as retas

x=3+t
x+2 y-3 z
I y=t e Jo D) :T:I
z=—1-2t

‘ Solucao
Os vetores que definem as dire¢oes das retas 1, e 1, sd3o, respectivamente,

v, =1,L-2)eV,=(-2,11)

Pela férmula (9):

9.9, _ |(1,1,-2)-(=2,1,1)
[V:[1¥, | \/12 +12 +(=2) \/(_2)2 12 412

cosO=

cosg 22122 3
Vi+1+4/4+1+41 66

3_1
6 2
Logo,

1
O=arccos(—)= Erad =60°
2" 3

@) RETAS ORTOGONAIS

Sejam as retas r, e r, com as dire¢des de V, e V,, respectivamente.
Entao,

rly & v,-v,=0

So|nyidedy
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Observacao T
r2
Duas retas ortogonais podem ser concorrentes ou I_‘
nao. Na Figura 5.10, as retas r, e r, sdo ortogonais a r. )
Porém, r, e r sdo concorrentes. Nesse caso, diz-se que I )

sao perpendiculares.

Figura 5.10

edilljeue eli12wWoad 3 sal01dpn [

As retas
x=3-2t
y=-2x+1 .
L: e hLiyy=4+t $d0 ortogonais.
z=4x
z=t

Sendo Vv, =(1,-2,4) e V, =(-2,1,1) vetores diretores de, e 1, e
V,-¥, =1(=2)—2(1)+4(1)=0

as retas r, e r, sao ortogonais.

~ RETA ORTOGONAL A DUAS RETAS

Sejam as retas r, e r, ndo paralelas, com as direcoes de V, e V,, respectivamente.

Toda reta r ortogonal a r, er, terd a direcao de um vetor v tal que

{

Em vez de tomarmos um vetor ¥ #( como uma solugdo particular do sistema (10),

<
<i
Il

0 (10)
0

1
2

<
<

poderiamos utilizar o produto vetorial (Capitulo 3), ou seja,
V=V, XV,

Definido um vetor diretor, a reta r estard determinada quando um de seus pontos

for conhecido.

z

Determinar equa¢des paramétricas da reta r que passa pelo ponto A(3, 4, —1) e é

ortogonal as retas
x=5
5:(x,5,2)=(0,0,1)+t(2,3,—4) e n:qy=t

@ z=1-t



‘ Solucao

As diregdes de r, e 1, sdo definidas pelos vetores V, =(2,3,—4) e v, =(0,1,—1).
Entdo, a reta r tem a dire¢ao do vetor

i j k
Vi xv,=2 3 —-4[=1,2,2)
0 1 -1
Logo,
K=k
r:yy=4+2t
R==I42

@, INTERSECAO DE DUAS RETAS

Determinar, caso exista, o ponto de interse¢do das retas r, e r,:

1. x=3+h x=5+3t 2. Xx=—t
y=2x-3
r:ay=1+2h e p:qy=-3-2t L: e niqy=4-—t
7=—X
z=2-h z=4+t z=2+2t

L

3. y=-3x+2 r‘X+2 y-1_z
z=2x-5 2 -6 4

‘ Solucao
Se existe um ponto I(x, y, z) comum as duas retas, suas coordenadas verificam
todas as equagdes de 1, e r,, ou seja, o ponto I é solu¢ao unica do sistema for-
mado pelas equa¢oes das duas retas.
1. Igualando as expressdes em X, y e z nas equagdes de r, e r,, tem-se

3+h=5+3t h-3t=2
1+2h=-3-2t ou <2h+2t=—4
2—h=4+t —h-t=2

sistema cuja soluc¢ao é h =t =—1. Substituindo h = —1 nas equagdes de r,, obtém-se

x=3+(-1)=2  y=1+42(-1)=-1 z=2-(-1)=3

S o|niiden
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Portanto, o ponto de intersegao é 1(2, -1, 3).
O mesmo ponto seria obtido substituindo-se t = —1 nas equag¢des de r,.
2. Substituindo x, y e z das equagdes de r, nas equagdes de r, resulta o sistema

4—-t=-2t-3
2+2t=t

Da primeira equa¢do obtemos t = -7, e da segunda, t = —2. Como o sistema

nao tem solu¢do, ndo existe ponto de interse¢ao, ou seja , as retas r, e r, nao

sdo concorrentes.
3. Observando que vV, =(1,-3,2) e V, =(2,—-6,4) sdo vetores diretores de r, € 1,,

respectivamente, e que V, =2V, conclui-se que as retas sao paralelas e ndo
coincidentes (basta verificar que o ponto A,(0,2,-5)er, e A, ¢r,). Fica a car-
go do leitor buscar a solu¢do do sistema constituido pelas equagdes de r, e
r, para concluir a nao existéncia do ponto de intersecao.

Observacoes

a) Se duas retas, como no exemplo (1), se interceptam, elas sdo coplanares, ou seja,
estdo situadas no mesmo plano (Figura 5.11). Também sdo coplanares as retas
paralelas do exemplo (3) (Figura 5.12).

] /=

Figura 5.11 Figura 5.12

b) Se duas retas ndo sdo coplanares, elas sdo
consideradas reversas. E o caso do exemplo

/"
(2) (Figura 5.13), pois as retas, além de nao .
concorrentes, s3o nao paralelas, e, portanto, /1
nao coplanares. !
]

Figura5.13




Problemas propostos

. Determinar uma equacgido vetorial da reta r definida pelos pontos A(2, -3, 4) e
B(1, -1, 2) e verificar se os pontos C(g,—4,5) e D(-1, 3,4) pertencem a r.

. Dadaaretar:(x,y,z) = (-1, 2, 3) + t(2, -3, 0), escrever equagdes paramétricas de r.
. Escrever equagdes paramétricas da reta que passa por A(1, 2, 3) e é paralela a reta

r:(xv2) =(1,4,3)+1t0,0,1)

. Dada a reta

x=2+t
r:qy=3—t ,determinar o ponto de r tal que
z=—4+2t

a) aordenada seja 6;
b) a abscissa seja igual a ordenada;

¢) a cotaseja o quadruplo da abscissa.
. Aretar passa pelo ponto A(4,-3,-2) e é paralela a reta

x=1+3t
S:yy=2—4t
z=3—t

Se P(m, n, —5) € 1, determinar m e n.

. Determinar as equagdes paramétricas da reta que passa pelos pontos A e B nos

seguintes casos:

a) A(1,-1,2)eB(2,1,0) c) A(1,2,3)eB(1,3,2)

b) A(3,1,4)eB(3,-2,2) d) A(0,0,0)eB(0,1,0)
. Com base na Figura 5.14, escrever equagoes {

paramétricas da reta por Bl 4

a) AeB d) BeC A

b) CeD e) DeE

c) AeD f) BeD o C

Figura 5.14
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

O ponto P(m, 1, n) pertence a reta que passa por A(3, -1, 4) e B(4, -3, —1).
Determinar P.

Seja o triangulo de vértices A(—1, 4, -2), B(3,-3,6) e C(2, -1, 4). Escrever equa-
¢Oes paramétricas da reta que passa pelo ponto médio de lado AB e pelo vértice
oposto C.

Os pontos M,(2,-1,3), M,(1,-3,0) e M;(2,1,-5) sdao pontos médios dos lados de
um tridngulo ABC. Obter equa¢des paramétricas da reta que contém o lado cujo
ponto médio é M,.

Os vértices de um triangulo sdo os pontos A(-1, 1, 3), B(2, 1, 4) e C(3, -1, —1).
Obter equagdes paramétricas dos lados AB, AC e BC, e da reta r que contém a

mediana relativa ao vértice B.

Verificar se os pontos P,(5,-5,6) e P,(4,—1,12) pertencem a reta

r.X—I‘}_y+1_z—2

-1 2 -2
. x-l1 y+3 z .
Determinar o ponto da reta r;: — =Z——== que possui
-1
a) abscissa 5; b) ordenada 2.
. 2x+1 3y-2
Obter o ponto de abscissa 1 da reta r: S YZ =z+4 e encontrar um vetor

diretor de r que tenha ordenada 2.

Obter equagdes reduzidas na varidvel x, da reta

a) que passa por A(4, 0, -3) e tem a dire¢do de V=(2,4,5);
b) pelos pontos A(1,-2,3) e B(3,-1,-1);
¢) pelos pontos A(—1,2,3) e B(2,-1, 3);
x=2—-t
d) dada por y=3t
z=4t-5.

Escrever equagoes reduzidas na varidvel z da reta que passa por A(—1,6,3) e B(2,2, 1).

=2x+3 .
Naretar: , determinar o ponto de
Z=X—

a) ordenadaigual a 9;
b) abscissa igual ao dobro da cota;

¢) ordenada igual ao triplo da cota.



18.

19.

20.

21.

22.

Representar graficamente as retas de equagdes

x=1-t

y=4 x=3
a) y=—1+2t ﬂ) X=y=1z e) g)
z=2X y=—4
z=2+t
=—X =2X =3 x=-3
h) Y d) Y f) Y h)
z=3+X 7z=3 z=—1 72=3

Determinar as equagdes paramétricas e representar graficamente a reta que passa
por

a) A(3,-2,4) e é paralela ao eixo x;

b) A(2,2,4) e é perpendicular ao plano xOz;

¢) A(-2,3,4)eéortogonal a0 mesmo tempo aos eixos x e y;
d) A(4,-1,3) e tem a diregdo de 3?—2};

e) A(3,-1,3)eB(3,3,4).

Escrever as equagdes paramétricas das retas que passam pelo ponto A(4, -5, 3) e
sdo, respectivamente, paralelas aos eixos Ox, Oy e Oz.

Determinar o dngulo entre as seguintes retas:

x=-2-t
X y+6 z-1
a L =t e Li—=——=—
) n:y 2 > 1 1
z=3-2t
=-2x+3 +1
h) rlz{y e 2:y:Z—;X:4
z=X—-2 -1
X=1+\/§t
x=3
€) r:qy=t e I
y=2
z=5-3t
4 1 x=1
X — y z+
d rn:—="—=—— e 1: _
I Py _z=2
4 3

Determinar o valor de n para que seja de 30° o 4ngulo entre as retas

{y:nx+5

(& I
*z=2x-2

S o|niiden
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23.

24.

25.

Sabendo que as retas r, e r, sdo ortogonais, determinar o valor de m para os casos:

x=2mt-3
x=2y-1
a) r:yy=1+3t e I
z=-y+4
z=—4t

y=mx+3
b) r5: Y x1 I, : retapor A(1,0, m) e B(=2,2m, 2m)

Encontrar equagdes paramétricas da reta que passa por A e é, simultaneamente,

ortogonal as retas r, e r,, n0s casos:

x=3 y=x-3
a — I L
) A(3> 2: 1)> 1 1 € 2 Z:—2X+3

x =3t

X_y
b) A(0,0,0), 15:—==
( ) & 57

273 Liyy=—t+1
=== e Hy=—
2 2
z=2

¢) Aéaintersecaoder er,

+1 x=1-
r1:x—2:y—:E e L: Y
2 3 z=2+2y

Determinar, caso exista, o ponto de interse¢ao das retasr, e r,:

y:2x—3 y=—3X+7
a) r: r
) 5 z=—x+5 ©  lz=x+1

x=3 y+1 z-2

h) 1
)12—34

=2x-3 -4 z+1
o ! e pixoYTtoztl

z=—x-10 ’ 3 -2
x=2-t x=-3+6h
d) r:qy=3-5t e ©n:qy=1+7h
2=6-6t z=—1+13h
e) 5:(x%y,2)=24D+t(,-2,3) e 5:(x%y,z)=(-125+t(4,3,-2)
x=2+t
y=6-x
f) rp:y=4-t e ©5L:
7z=2-X
z=—t



26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

Calcular o valor de m para que sejam concorrentes as seguintes retas:

=2x-5
a) n:{y e rz:x—5=l=z+1

Z=—X+2 m
Xx=m-—t
x-1 y+2 z
b) 1:y=1+t r—=t—"==
)Ry AT T
z=2t

Dadas as retas

X=t

H:T:—y;z:3 e Liqy=-1l+t
z=2+t

encontrar equagdes reduzidas na varidvel x da reta que passa por A(0, 1, 0) e pelo

ponto de interse¢ao de r, com r,.

X=2+t

Determinar naretar:qy=t um ponto equidistante dos pontos A(2, -1, -2)

z=—1+2t
e B(1,0,-1).

Determinar os pontos da reta
rx=2+t y=1+2t, z=3+2t que

a) distam 6 unidades do ponto A(2, 1, 3);
b) distam 2 unidades do ponto B(1, -1, 3).

Escrever equag¢des reduzidas da reta que passa por A(1, 3, 5) e intercepta o eixo

z perpendicularmente.

Escrever equac¢des reduzidas na varidvel z de cada uma das retas que satisfazem

as condi¢oes dadas:
a) passa por A(4, -2, 2) e é paralela a reta r: x = 2y = —2z7;
b) passa pela origem e é ortogonal a cada uma das retas

2x—=1 _y+2
3 -2

r: 222 e S:X=-y=-2

Determinar o 4ngulo que a reta que passa por A(3,-1,4) e B(1, 3, 2) forma com

a sua projecdo sobre o plano xy.

y=5x-7

Apresentar equagdes paramétricas da projecao daretar: { Py
z=—2X+

sobre o plano xy.

S o|niiden
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34. Dados o ponto A(3,4,-2) eareta

x=1+t
r:iy=2-t
z=4+2t

a) determinar equagdes paramétricas da reta que passa por A e é perpendicular

ar.
b) calcular a distdncia de A ar.

¢) determinar o ponto simétrico de A em relagao ar.

~ Respostas de problemas propostos

1. (x,7%2)=(2,-3,4)+t(-1,2,-2),CereD¢gr.

2. x=-1+2t y=2-3t z=3
3. x=1 y=2 z=3+t
5 5
4. a) (-1,6,-10) b) (5, 2 -3) ¢) (—4,9,-16)

6. a) x=1+t y=-1+2t z=2-2t
b) x=3 y=1-3t z=4-2t
¢c) x=1 y=2+t z=3—-1t
d x=0 y=t z = 0 (eixo Oy)
7. a)x =2+ 2t y=0 z=4
bh) x=2t y= z=0
c) x=2 y = 3t z=4— 4t
d x=0 y =3t z=4— 4t
e) x=2 y=3+ 3t z=0
f) x=2t y =3t z=4—4t
8. P(2,1,9)
3
9. x=2+t y:_l_Et z=4+2t
10. x=2+t y=-1+4t z=3 -5t
11. AB:x=-1+ 3t y = z=3+t comt € [0,1]

AC:x = -1 + 4t y=1-2t z=3— 4t comt e [0,1]



12.

13.

14.

15.

16.

17.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

BC:x=2+t

rrx=2+t
Apenas P,

a) (5> _5> 8)

4 9
(1)_)_3) V= _)2)3
3 e (2 )

y=1-
y=1+

5
a) y=2x-8e ZzEX_B

X 5
b) YZE—E ez=-2x+5

3 7
x:——z+5 ey=2z

2
a) (3,9,2)
==2
a) {y
z=4
x=4+3t
d) Jy=-1-2t
z=3
=5 x=4
z=3 z=3
a) 60°

b)

b)

2
d) 9=arcc05(5)548°1 1

a) 7oul

a) Hl:—z

a) x=3+t
h) x=2t

c) x=2+t

a) (2,1,3)
h) (1) 2, _2)

€) reversas

y=2-
y = 6t

y=-1-5t

d)
e)

f)

2t z=4—5t comt € [0,1]
t z=4+ 3t
b) (=9, 2, —20)

) y=—x+1lez=3

d y=-3x+6ez=-4x+3

(2,7,1)

30°

t z=-1

(3,8,12)
reversas

coincidentes

¢) (6,15,5)

x=-2
c) y=3

c) 30°

S o|niiden
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26.

217.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

a) m=-3 bh) m=4
y=—x+1

z=3X

7 1 3

(4, " 2)

a) (4,5,7)e(0,-3,-1) b) (===, =)e(1,-1,1)

\o|:
© |

25
9

y=3x,z=5

x=—2z2+8 x=5z
a) b) 4 _
y=-2 y=4z

0= arccos(@)

x=1+t y=-2+5t z=0

x=3-2h
2) Jy=4 b) V20 6) (=5,4,2)
z=—2+h



O PLANO

@, EQUACAO GERAL DO PLANO

Seja A(x,y,,z,) um ponto pertencente ao plano a
efi=(a,b,c), i#0, um vetor normal (ortogonal) ao plano T
(Figura 6.1). j_‘ n
Como il m, 1 é ortogonal a todo vetor represen- ’ P
tado em 7. Entao, um ponto P(x, v, z) pertence a 7 se, e A 0/
somente se, o vetor AP ¢ ortogonal a 1, ou seja,
Figura 6.1
n-(P-A)=0
ou
(3)b,c)'(X_X1xY_Y1)Z_Z1):0
ou
a(x—x)+b(y—y,)+c(z-2)=0
ou, ainda,
ax +by +cz—ax, —by, —cz, =0
Fazendo —ax, —by, —cz, =d, obtemos
ax+by+cz+d=0 (1)

Esta é a equagdo geral do plano m.

Observacoes

a) Assim como n=(a,b,c) é um vetor normal a ©, qualquer vetor ki, k#0, é também vetor
normal ao plano.

b) Eimportante notar que os trés coeficientes a, b e c da equagio (1) representam as componentes
de um vetor normal ao plano.

Por exemplo, se um plano « é dado por
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m:3x+2y—-z+1=0

um de seus vetores normais é n=(3,2,—1).

c) Para obter pontos de um plano dado por uma equagao geral, basta atribuir valores
arbitrarios a duas das varidveis e calcular o valor da outra na equacao dada.

Assim, por exemplo, se na equag@o anterior fizermos x = 4 e y = -2, teremos:

3(4)+2(-2)—z+1=0
12—4—-72+1=0
z=9

e, portanto, o ponto A(4,-2,9) pertence a este plano.

1. Obter uma equagdo geral do plano m que passa pelo ponto A(2, -1, 3) e tem

n=(3,2,—4) como um vetor normal.

‘ Solucao
Como n é normal a 7, sua equacio é do tipo
3x+2y—-4z+d=0
e sendo A um ponto do plano, suas coordenadas devem verificar a equagao,
ou seja,
3(2)+2(-1)-4(3)+d=0
6-2-12+d=0
d=8

Logo, uma equagao geral do plano =« é

3x+2y—4z+8=0

Observacao

Esse exemplo, como outro qualquer que envolva determina¢ao de equagao do
plano, pode ser resolvido de modo andlogo a dedu¢do da equagao, pois um vetor nor-
mal ao plano ¢ suficiente para caracterizar sua dire¢ao. Em nosso estudo utilizaremos
sempre a equacao geral em vez de apelar para a sua dedugao. O leitor podera optar

entre uma ou outra maneira.



2. Escrever uma equagao geral do plano m que passa pelo ponto A(2, 1, 3) e é paralelo
ao plano

T, 3x—4y—-2z2+5=0.

‘ Solucao

E imediato que “um vetor normal a um plano é também normal a qualquer
plano paralelo a este”.

Entao, como 1 // m,, o vetor n, =(3,—4,-2) normal a n, é também normal a m.
Logo, uma equagao de m é da forma

3x —4y—2z+d=0
Tendo em vista que A € 7, suas coordenadas devem verificar a equagao:
3(2)—4(1)-2(3)+d=0
e d = 4; portanto, uma equagdo de 1 é

3x—4y-22z+4=0

3. Areta

x =543t
r:yy=—4+2t
z=1+t

é ortogonal ao plano m que passa pelo ponto A(2, 1, —2). Determinar uma equag¢ao
geral de 7 e representd-la graficamente.

‘ Solucao

Como r L m, qualquer vetor diretor de r é um vetor normal ao plano. Sendo
n=(3,2,1) um desses vetores, uma equa¢ao de © é da forma

3x+2y+z+d=0
Como A € T, deve-se ter
32)+2(1)+(=2)+d=0
e d = —6; portanto, uma equagao de 7 é
3x+2y+z-6=0

Para a representagdo gréfica do plano, obteremos trés de seus pontos. Se nessa
equagao fizermos

ouejd 0 9 o|njided
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y=0 e z=0, vemx=2

x=0 e z=0, vemy=3

x=0 e y=0, vemz=6
Obtemos, assim, os pontos A,(2,0,0),
A,(0,3,0) e A,(0,0,6) nos quais o plano

intercepta os eixos coordenados. A Fi-
gura 6.2 mostra o referido plano.

Figura 6.2

Observacao

Se um plano 7 intercepta os eixos coordenados nos pontos (p, 0, 0), (0, q, 0) e
(0,0, r) com p-q-r#0, entdo, © admite a equagdo

E_;,_X_}_E:l

p qr
denominada equacio segmentdria do plano 7.

Para o caso do problema anterior, em que os pontos sdo A, (2,0,0), A,(0,3,0) e A;(0,0,6), a
equagao segmentdria do plano é

X
—+

y z
Li==] 2
2 3 6 (@)

que é equivalente a equagdo 3x + 2y + z — 6 = 0, a0 eliminarmos os denominadores e orde-
narmos os termos.

Reciprocamente, se escrevermos esta tltima equa¢ao como 3x + 2y + z = 6 e divi-
dirmos ambos os membros por 6, voltaremos a ter a equa¢do segmentaria (2).

@, FQUACAO VETORIAL E EQUACOES
PARAMETRICAS DO PLANO

Seja A(x,,Yy,Z,) um ponto pertencente a um plano m e i=(a;,b;,¢;) e V=(a,,b,,c,)

dois vetores paralelos a © (Figura 6.3), e U e V nao paralelos.



u o a7
2
hu

Figura 6.3

Para todo ponto P do plano, os vetores AP, U e V sdo coplanares. Um ponto
P(x,y, z) pertence a © se, e somente se, existirem nimeros reais h e t tais que

P-A=hi+tv
ou
P=A+hi+tv
ou, em coordenadas:
(x%,7,2)=(Xy,¥0>Zo)+h(a,,b;,¢) )+ t(a,,b,,c,), hiteR (3)

Essa equacdo é denominada equagdo vetorial do plano m. Os vetores UG e V sdo

vetores diretores de .
Da equagdo (3) obtém-se

(%,5,2)=(x,+a,h+a,t, y,+bh+b,t, z,+ch+c,t)

que, pela condigao de igualdade, vem

x=%X,+ah+a,t
y=Y,+bh+b,t
z=z,+ch+c,t, hiteR

Essas equagdes sao chamadas equagdes paramétricas de m, e h e t sao varidveis

auxiliares denominadas pardmetros.

1. Seja o plano m que passa pelo ponto A(2, 2, —1) e é paralelo aos vetores i =(2,-3,1)
e v=(-1,5,-3). Obter uma equagio vetorial, um sistema de equa¢des paramétricas

e uma equagao geral de .

oueld 0 9 ojnyidesy
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‘ Solucao
a) Equacao vetorial: (x,y,z) =(2,2,-1) +h(2,-3,1) + t(-1, 5, -3)

b) Equagdes paramétricas:

x=2+2h—-t
y=2-3h+5t
z=—1+h-3t

Observacao

Se quisermos algum ponto desse plano, basta arbitrar valores reais para h e t.
Por exemplo, parah=0et=1, vem

x=1, y=7 e z=-4

e, portanto, B(1, 7, —4) é um ponto do plano m.
c) Equacgado geral
Como o vetor

é simultaneamente ortogonal a u e V, ele é um vetor i normal ao plano w (Fi-
gura 6.4). Entdo, uma equac¢ao geral de m é da forma

4x+5y+7z+d=0

n=uxv
e, como A € T, tem-se
4(2) +5Q2)+7(-1)+d=0 - T
v
e d =-11; portanto, A
4x+5y+72—-11=0 N
u
¢ uma equacao geral de m.
Figura 6.4

Observacao
Existe outra maneira de obter uma equacgdo geral de m: como P(x,y, z) representa um

ponto qualquer do plano, os vetores AP, i e ¥ sio coplanares (Figura 6.5) e, portanto,
o produto misto deles é nulo, ou seja,



(AP,u4,v)=0 v

A p
Assim, obtém-se uma equagdo geral do
plano desenvolvendo o 1° membro da - i
igualdade
Figura 6.5

x—=2 y—-2 z+l
2 =3 1 |=0
-1 5 -3

que é equivalente a equagdo 4x + 5y + 7z — 11 =0

2. Dado o plano m determinado pelos pontos A(1, -1, 2), B(2, 1, =3) e C(-1, -2, 6),
obter um sistema de equa¢des paramétricas e uma equagao geral de m.

‘ Solucao

a) Equacodes paramétricas
Sabe-se que existe apenas um plano que contém trés pontos ndo em linha reta.
Os vetores nao paralelos

i=AB=(1,2,-5) e v=AC=(-2,-1,4)

sao vetores diretores de m (Figura 6.6) e, portanto, as equag¢des (utilizando o
ponto A)

x=1+h-2t
y=—1+2h-t
z=2-5h+4t

sd0 equagdes paramétricas do plano.
b) Equacgao geral:
Como no problema anterior, sendo U e V vetores diretores de m, o vetor

i k >

j
—ixv=|[1 2 -5|=(3,6,3)

* n
-2 -1 4 v »C
A
¢ um vetor normal a © (Figura 6.6). N
= ~ 2 u B
Entdo, uma equagdo geral é da forma n

3x+6y+3z+d=0 Figura 6.6

Como A € 1 (poderiamos tomar B ou C):

3(1)+6(-1)+3(2)+d=0

ouejd 0 9 o|njided



e d = —3; portanto, uma equagdo geral de m é

3x+6y+32—-3=0

1
ou, multiplicando ambos os membros da equagao por B

X+2y+z—-1=0

3. Dado o plano © de equagao 2x —y —z + 4 = 0, determinar um sistema de equagdes
paramétricas de .

‘ Solucao

Basta tomar trés pontos A, B e C ndo alinhados de 7 e proceder como no pro-

edl}ljeue e1139woagd 2 salolap

blema anterior.
Fazendo

x=y=0,vemz=4 .. A(0,0,4) et
x=ley=0,vemz=6..B(1,0,6) en

x=0ey=1,vemz=3.. C(0,1,3) emn

Como KEz(l,O,Z) e K6=(0,1,—1) sao vetores diretores de m, as equagoes

x=0+1h+0-t x=h
y=0+0-h+1t ou Jy=t
z=4+2-h—-1t z=4+2h—t

sdo equagoes paramétricas de .

Observacoes
a) Como é possivel encontrar infinitos ternos A, B e C de pontos nao alinhados em m,
existem infinitos sistemas de equagdes paramétricas que representam o mesmo plano.

b) Eimportante que os vetores diretores sejam nao paralelos. Se ocorrer AB I E, basta
trocar um dos pontos de modo a garantir AB e AC nao paralelos.

¢) Outra maneira de obter equagdes paramétricas, a partir da equagdo geral, é subs-
tituir duas das varidveis pelos pardAmetros h e t e, posteriormente, isolar a terceira
varidvel em func¢ao destes. Por exemplo, se na equagdo geral 2x —y —z + 4 =0,

. 1 1
fizermosy=hez=t, teremos 2x —h — t + 4 = 0. Isolando x, resulta x=—2+5h+5t.



Entao,

sdo equagdes paramétricas do plano.

De modo anédlogo obteriamos outros sistemas:

y=t e y=4+2h—t
z=4+2h-t z=t

4. Determinar uma equagao geral do plano m que contém as retas

x =2t
y=x+1
I e Liqy=2t+3

z=-3x-2
z=—6t+1

‘ Solucao

Observemos que as direcdes das retas sio dadas pelos vetores Vi=(1L,1,-3) e

v,=(2,2,-6). Como V,=2V,, as retas 1, e 1, sio paralelas e os vetores V, e V,
ndo sdo vetores diretores do plano procurado. Tendo em vista que os pontos

A,(0,1,-2)er, e A,(0,3,1) er, também pertencem a m, o vetor A A, =(0,2,3) esta

representado neste plano. Entio, Vi e A|A, (ou V, e A|A,) sdo vetores diretores

de m e um de seus vetores normais (Figura 6.7) sera

i j k
A=V, xAA, =1 1 -3]=(9,-3,2)
02 3

Portanto, uma equac¢do geral de  é

da forma

Figura 6.7

9x—3y+2z+d=0
e, como A, € T, tem-se

9(0) —3(1)+2(-2)+d=0
e d=7;logo,

m9x—-3y+22+7=0

ouejd 0 9 o|njided
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@, EQUACAO VETORIAL DE UM PARALELOGRAMO

Dados os pontos A, B e C ndo em li- A/CK \)/D
nha reta, os vetores AB e AC determinam M N
o paralelogramo (Figura 6.8) cuja equagdo A /< \i§§/
vetorial é
Figura 6.8

P=A+h(AB)+t(AC)

ou
P=A+h(B-A)+t(C—A)comh,te [0,1]

em que P representa um ponto qualquer deste paralelogramo.
Observemos que
para h =t =0, obtém-se o ponto A (P =A)
parah=1et=0, obtém-se o ponto B (P =B)
parah=0et=1, obtém-se o ponto C (P =C)
parah=t=1, obtém-se o ponto D (P =D)
para t:% e h €[0,1], obtém-se o segmento MN, onde M e N sdao pontos médios de AC

e BD, respectivamente, e assim por diante

parah e tentre 0 e 1, obtém-se todos os pontos do paralelogramo.

@, CASOS PARTICULARES DA EQUACAO GERAL
DO PLANO

Caso um ou mais coeficientes da equagdo geral do plano ax + by + cz+d =0
seja nulo, o plano ocupard uma posi¢ao particular em relagdo aos eixos ou planos
coordenados.

Analisaremos os diversos casos a partir de uma equa¢ao completa ax + by +cz+d=0.
Por exemplo

3x+4y+2z-12=0 (4)

emquea=3,b=4,c=2ed=-12.0 plano que essa equagdo representa intercepta os trés
eixos coordenados em (4, 0, 0), (0, 3,0) e (0, 0, 6) (Figura 6.9).

1°) Se d =0, a equagado (4) seria

3x+4y+2z2=0



e representaria um plano paralelo ao da Figura 6.9, porém, passando pela origem O(0, 0, 0),
pois as coordenadas deste ponto verificam a equagao:

3(0) +4(0)+2(0)=0

Figura 6.9

2°) Sea=0,aequacdo (4) seria
4y +2z2 - 12=0 (ou: Ox + 4y + 2z — 12 =0) (5)

e representaria um plano paralelo ao eixo x, inter-
ceptando os outros dois eixos ainda em (0, 3,0) e
(0,0, 6) (Figura 6.10).

Observemos, ainda, que nenhum ponto do
tipo (x, 0, 0) satisfaz a equacao (5), pois

0(x) +4(0) +2(0) — 12 =0 é falso.

Ora, se nenhum ponto do eixo dos x verifica Y
a equacao (5), significa que o plano ndo tem
ponto em comum com esse eixo e, portanto,

s6 pode ser paralelo a ele. X

Dessa andlise ainda se conclui que o plano é Figura 6.10
paralelo ao eixo da varidvel ausente na equagao.

Se em (5) d = 0, a equagdo resultante
4y +22=0

representa um plano pela origem, e, portanto, contém o eixo Ox (Figura 6.11).

ouejd 0 9 o|njided
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e SN

Figura 6.1 Figura 6.12
z

Comentdrios idénticos fariamos para
os casos b = 0 ou ¢ = 0, quando a equagao
(4) seria

3x+2z—-12 =0 (Figura 6.12)

ou

3x+ 4y — 12 =0 (Figura 6.13)

Figura 6.13

3°) Sea=Db=0,aequagao (4) seria
2z —12=0 (ou: 0x + Oy + 2z — 12 = 0) (6)

ou, simplesmente,
z=6

Observemos que todos os pontos do tipo (X, y, 6) verificam a equac¢ao (6). Ora, se
todos os pontos deste plano tém cota 6, significa que todos estao 6 unidades afastados
do plano xOy. Portanto, trata-se de um plano paralelo a xOy e que intercepta o eixo
Oz perpendicularmente em (0, 0, 6).

Assim, concluimos que toda equa¢do de forma
z=k

representa plano paralelo ao plano xOy e intercepta o eixo Oz em (0, 0, k).



Na Figura 6.14 estdo representados os z
planos de equagdo z =6 e z =0 (plano xOy).

Raciocinio andlogo leva-nos a concluir que
y = k representa plano paralelo a xOz e
x = k representa plano paralelo a yOz.

Na Figura 6.15 estdo representados os
planos de equa¢do y =3 e y = 0 (plano xOz),

e na Figura 6.16 os planos de equagaox =4 ¢ 0 >y
x =0 (plano yOz).

Figura 6.14

Figura 6.15

Figura 6.16

ouejd 0 9 o|njided
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@ ANGULO DE DOIS PLANOS

Sejam os planos w, e T, com vetores normais i, e 1i,, respectivamente (Figura 6.17).

Figura 6.17

Chama-se 4ngulo de dois planos ©t, e 7,0 menor angulo que um vetor normal a
n, forma com um vetor normal a 7,. Sendo 0 esse 4ngulo, tem-se

|ﬁ1'ﬁ2|

cosO= ,com 0<0<” (7)

|5, ][5, |

[\S}

T . <

Como cos 0 20 quando 0<0<—, o numerador de (7) deve ser positivo, razao pela
qual tomou-se o produto escalar em médulo, pois este podera ser negativo quando o
angulo entre os vetores for o suplementar de 6.

Determinar o angulo entre os planos

T:2X+y—z+3=0 e TXx+y—4=0
‘ Solucao
Sendo 1, =(2,1,-1) e 1, =(1,1,0) vetores normais a 7, e ,, de acordo com (7) tem-se

|2,L-1)-1L,L0)|  [2+140] 3 3 B
cosf= = —— =2

Z+r+Cf JE+E V62 V12 23 2

Logo,

3
e: )=
arccos( 5 )

o | a



@, PLANOS PERPENDICULARES m n
e
Consideremos dois planos «t, e m,, e sejam 1, e
n, vetores normais a m, e m, respectivamente. Pela ™ l
Figura 6.18 conclui-se que:
nLm, & f, L, <8, d,=0 "
Figura 6.18

Verificar se m, e m,sdo planos perpendiculares:

a) m:3x+y—-4z+2=0 e M 2x+06y+32=0

x=2-h+2t
b) nmn:x+y-4=0 e m,:qy=h+t
z=t

‘ Solucao
a) Sendo 1, =(3,1,—4) e i, =(2,6,3) vetores normais a 7, e 7,, respectivamente, e
como 1, -1, =3(2)+1(6)—4(3)=0, conclui-se que 7, e 7, s3o perpendiculares.

b) O vetor 1, =(1,1,0) é um vetor normal a «,. Teremos de encontrar um vetor

1, normal a w,. Como i=(-1,1,0) e v=(2,1,1) sdo vetores diretores de m,,
podemos considerar

(1,1,-3)

Ndl

I

(=]}

X

<

I

|

—
—_ = )
- o~

I

Tendo em vista que

-1, =(1,1,0)-(1,1,-3)=1(1)+1(1)+0(=3)=2#0

os planos m,e 7, ndo sdo perpendiculares.

ouejd 0 9 o|njided
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@, PARALELISMO E PERPENDICULARISMO
ENTRE RETA E PLANO

Seja uma reta r com a dire¢do do vetor v e um plano 7, sendo n um vetor normal

a 7. Pelas figuras conclui-se que:

rlrevlinev-n=0 Figura6.19 (a)

rlnev|iev=an Figura6.19 (b)

<y
-

=13
=
<4
=
S

(a) (b)
Figura 6.19

Exemplo

x=1+2t
A reta r:qy=-3t ¢ paralela ao plano m: 5x + 2y — 4z — 1 = 0, pois o vetor diretor
z=t

v=(2,-3,1) de r é ortogonal ao vetor normal 1 =(5,2,—4) de 7, ou seja,
Vi = (2,-3,1)+(5,2,—4) = 2(5)— 3(2) + 1(—4) = 0

Essa mesma reta, por sua vez, é perpendicular ao plano n: 4x — 6y + 2z - 5= 0,

pois o vetor diretor V=(2,-3,1) de r é paralelo ao vetor normal 1i, =(4,—6,2) de 7t,, ou seja,

ou, de modo equivalente,



@, RETA CONTIDA EM UM PLANO

N
Uma reta r estd contida no plano = (Fi- n >
gura 6.20) se c
I) dois pontos A e B der forem também | r °
;/: (%))

de m ou /
B (@)
II) vn=0, em que Vv é um vetor diretor A n °
Q
der e n um vetor normalawe A € Figura 6.20 3

m, sendo A e r.

Exemplo

Determinar os valores de m e n para que a reta

x=3+t
r:yy=-1-t
z=-2-t

esteja contida no plano m: 2x + my +nz - 5=0.

‘ Solucao

Utilizando o primeiro critério exposto anteriormente, sejam A(3, —1, —=2) e
B(4, -2, —3) os pontos de r. Como r < 7, as coordenadas de A e B devem satis-
fazer a equacgado de w, ou seja,

2(3)+ m(=1)+n(-2)—5=0 -m—-2n+1=0
2(4)+m(=2)+n(=3)-5=0 % ]-2m-3n+3=0

deondem=3en=-1.

@, INTERSECAO DE DOIS PLANOS

Sejam os planos nao paralelos
T:5Xx—y+z—-5=0 e MiX+y+22—-7=0
A interse¢do de dois planos nao paralelos é uma reta r cujas equagdes se deseja

determinar. Para tanto, entre os varios procedimentos, apresentaremos dois.

1) Como r estd contida nos dois planos, as coordenadas de qualquer ponto
(x,5,z) € r devem satisfazer, simultaneamente, as equa¢des dos dois planos.
Logo, os pontos de r constituem a solu¢ao do sistema: @
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5x—-y+z-5=0
r:{ =y (8)

X+y+2z-7=0

O sistema tem infinitas solug¢des (sdo os infinitos pontos de r) e, em termos

de x, sua solucdo é

y=3x-1
r:
z=-2x+4

que sdo equagdes reduzidas de r.

2) Outra maneira de obter equagdes de r é determinar um de seus pontos e um
vetor diretor.

Por exemplo, determinar o ponto A € r que tem abscissa zero. Entdo, fazendo
x = 0 nas equagdes do sistema (8), resulta o sistema

-y+z-5=0
y+2z-7=0
cuja solugdo é y=—1e z=4. Logo, A(0,—1,4).

Como um vetor diretor v de r é simultaneamente ortogonal a i1, =(5,—1,1) e

1, =(11,2), normais aos planos , e m,, respectivamente (Figura 6.21), o vetor

v pode ser dado por

i j k
v=n,x1,=5 -1 1|=(-3,-9,6)
1 1 2
ou também —%(—3,—9,6)=(1,3,—2) el
r
Escrevendo equag¢des paramétricas n,
de r, temos
— T
x=t v w
r:<y=-1+3t
z=4-2t

Figura 6.21



@, INTERSECAO DE RETA COM PLANO

1. Determinar o ponto de interse¢do da reta r com o plano 7, em que
x=-1+2t
r:qy=5+3t e m:2x-y+3z—4=0
z=3—t

‘ Solucao

Qualquer ponto de r é da forma (x,y,z) = (-1 + 2t, 5+ 3t, 3 — t). Se um deles é
comum com o plano 7, suas coordenadas verificam a equagao de «

2(-1+2t) = (5+3t)+3(3—-t)—4=0
e dai resulta t = —1.
Substituindo esse valor nas equagdes de r obtém-se

x=-1+2(-1)==3  y=5+3(-1)=2  z=3-(-1)=4

Logo, a interse¢ao de r e m é o ponto (-3, 2, 4).

2. Determinar a interse¢ao da reta

Xx—2y—-2z+2=0
r: como plano m:x+3y+z-2=0

2x+y-z2=0

‘ Solucao

Se existir um ponto I(x, y, z) € r que também pertence a 7, suas coordenadas
devem verificar as equagdes dos trés planos dados. Logo, I serd a solugao do
sistema

x—2y—2z+2=0
2x+y-z=0
X+3y+z-2=0

Resolvendo o sistema, obtém-se x =2,y =—1 e z=3. Logo, I(2, -1, 3) é a inter-
secdo de r e m, ou seja, é a interse¢do dos trés planos.

ouejd 0 9 o|njided



Problemas propostos

0s Problemas 1 a 48 estdo de acordo com a ordem do texto, e os demais se constituem 6timo reforco.
1. Seja o plano
m3x+y—z—4=0
Calcular:
a) o ponto de ™ que tem abscissa 1 e ordenada 3;

b) o ponto de ™ que tem abscissa 0 e cota 2;

¢) o valor de k para que o ponto P(k, 2, k — 1) pertenca a 7;

edl}ljeue e1139woagd 2 salolap

d) o ponto de abscissa 2 e cuja ordenada é o dobro da cota;

e) o valor de k para que o plano n;: kx — 4y + 4z — 7 = 0 seja paralelo a 7.

Nos Problemas 2 a 4, determinar uma equacao geral do plano
2. Paralelo ao plano m: 2x—3y—z+5=0 e que contenha o ponto A(4,-2,1).
3. Perpendicular a reta

x=2+2t
r:qy=1-3t
z=4t

e que contenha o ponto A(—1, 2, 3).

4. Que passa pelo ponto médio do segmento de extremos A(5,-1,4) e B(—1,-7,1) e
é perpendicular a ele.

5. Dada a equagdo geral do plano m: 3x — 2y — z — 6 = 0, determinar um sistema de
equagdes paramétricas de .

6. Sendo
x=1+h-2t
y=1-t
z=4+2h-2t

equagOes paramétricas de um plano 7, obter uma equagao geral.

Nos Problemas 7 a 11, escrever uma equacao geral e um sistema de equacdes paramétricas do plano
determinado pelos pontos:

7. A(1,0,2),B(-1,2,-1) e C(1, 1, -1).

8. A(0,0,0),B(1,1,5) e C(-1, 1, 1).

@ 9. A(2,0,-1),B(=2,6,3) e C(0,3,4).



10.

1.

12.

A(2,1,0),B(-4,-2,-1) e C(0, 0, 1).
A(2,1,3),B(-3,-1,3) e C(4, 2, 3).

Determinar o valor de a para que os pontos A(a, 1,9), B(2, 3,4), C(—4, —1,6) e
D(0, 2, 4) sejam coplanares.

Nos Problemas 13 a 18, determinar uma equacao geral do plano nos seguintes casos:

13.

14.

15.

16.

17.

18.

O plano passa por A(2, 0, —2) e é paralelo aos vetores ﬁ=f—}+l§ e V=2i+3].

O plano passa pelos pontos A(=3, 1, =2) e B(-1, 2, 1) e é paralelo a reta

r: == y=4

__—3,

N |

O plano contém os pontos A(1, =2, 2) e B(=3, 1, —2) e ¢é perpendicular ao plano
T:2X+y—z+8=0

O plano contém os pontos A(2,1,2) e B(1, -1, 4) e é perpendicular ao plano xOy.

O plano contém a reta

x=2+t
riy=1-t
z=3+2t

e é perpendicular ao plano m;: 2x + 2y — 3z = 0.

O plano contém o ponto A(4, 1, 1) e é perpendicular aos planos 7,: 2x+y—3z=0
en,:xXx+y—2z-3=0.

Nos Problemas 19 a 22, os pares de retas r, e r, sdo paralelas ou concorrentes. Encontrar uma equagao
geral do plano que as contém.

19.

20.

21.

-1 z-1
y=2x-3 ==
Lt e Ly 3 -1
Z=—X+2
y=-1
x=1+2t x=1-2t
Liqy=—2+3t e Liqy=—-2-t
z=3-t z=3+2t
X=-2+t
) y=-x-1
Liyy=— L:
1:9Y e 21,23
z2=-3

ouejd 0 9 o|njided
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X=z
22. rl:{ e L:ey=1
y=-3

Nos Problemas 23 e 24, determinar uma equacao geral do plano que contenha o ponto e a reta dados:

Xx=t
23. A(4,3,2) e r:yy=2-t
z=3+2t

24. A(1,-1,2)eo0eixo dosz

Nos Problemas 25 a 30, obter uma equacao geral do plano:

25. paralelo ao eixo z e que contenha os pontos A(0, 3, 4) e B(2, 0, —2).
26. paralelo ao eixo x e que contenha os pontos A(-2, 0, 2) e B(0, -2, 1).
27. paralelo ao eixo y e que contenha os pontos A(2, 3,0) e B(0, 4, 1).
28. paralelo ao plano xOy e que contenha o ponto A(5, -2, 3).

29. perpendicular ao eixo y e que contenha o ponto A(3, 4, —1).

30. que contenha o ponto A(1, -2, 1) e o eixo x.

31. Representar graficamente os planos de equagdes:

a) 3x+4y+2z-12=0 e) 3y+4z+12=0
b) 6x+4y—32-12=0 f) 2z-5=0
c) x+y-3=0 g) y+4=0
d 2x+3y-6=0 h) 2x-y=0

32. Determinar o angulo entre os seguintes planos:

a) m:x—-2y+z-6=0 e m:2x—-y—-2z+3=0

b) m:x-y+4=0 e Te2x—y—-2z=0

) m:x+2y—-6=0 e my=0
x=1+h-t Xx=2+t

d) m:<y=h+2t e m,:yy==2h
z=h z=h+t

33. Determinar o valor de m para que seja de 30° o 4ngulo entre os planos

n:x+my+2z—-7=0 e M 4x+5y+32+2=0

34. Determinar m de modo que os planos w, e T, sejam perpendiculares:

a) nymx+y-3z—-1=0 e Ty2x—3my+4z+1=0



x=2-h+2t
b) m:qy=2h+3 e n,2mx+4y—-z—-1=0
z=t-2h+1

35. Dadosaretar e o plano w, determinar o valor de m para que se tenha r//n e rlm,
nos casos:

a) rix=-3+t y=-1+2t z =4t e mmx—-y—-2z-3=0

b) r:(x,v7,2z)=(1,2,0)+t(2, m, -1) e n:3x+2y+mz=0
36. Verificar se a reta r estd contida no plano m:

y=4x+1
a I : — —4 =
) Y %1 e m2x+y—3z—4=0

5 x=h+t
+
b) r:X—ZZYT:z+3 e w:yy=—1+2h-3t
z=-3+h-t

Nos Problemas 37 a 39, calcular os valores de m e n para que a reta r esteja contida no plano 7:

X=-2+t
37. 1:9y=3-2t e mmx+2y-3z+n=0
z=2t

y=2x-1
38. r1: e mb5x-ny+z+2=0
z=-X+m

x=1+3t
39. riyy=—24+4mt e m3x-3y+z-7=0
z=n-—4t

Nos Problemas 40 a 42,estabelecer equagdes reduzidas na varidvel x da reta de intersegdo dos planos:
40. m;:3x—-y+2z—-1=0 e MX+2y—-32-4=0

M., m:3x-2y-2—-1=0 e T:X+2y—-z2—-7=0

42, mix+y—-z+2=0 e TyX+y+22z—-1=0

Nos Problemas 43 e 44,encontrar equagdes paramétricas da reta de intersec@o dos planos:

43. m;:3x+y-32-5=0 e T:X—y—-—2—3=0

44, m:2x+y—-4=0 e MZ=5

Nos Problemas 45 a 47, determinar o ponto de intersecdo da reta r com o plano 7.

45. r:x=3t,y=1-2t,z=—t e m:2x+3y—-22—-7=0

ouejd 0 9 o|njided
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46.

47.

48.

49,

50.

51,

52.

53.

54.

y=x-10
r: e m2x—-y+3z-9=0
z=—x+1
x=4+k x=2+h+2t
r:ay=3+2k e m:qy=—3-h-t
z=-2-3k z=1+3h-3t

Sejam a reta r e o plano © dado por

y=2x-3
r: : —7 -4 =
ge—x42 €W 2x +4y -z-4=0

Determinar:
a) o ponto de interse¢do de r com o plano xOz;
b) o ponto de interse¢do de r com m;

¢) equacdes da reta interse¢do de ™ com o plano xOy.

Dado o ponto P(5, 2, 3) e o plano m: 2x + y + z — 3 = 0, determinar:

a) equagdes paramétricas da reta que passa por P e é perpendicular a m;

b) a projecao ortogonal de P sobre o plano m;

t) o ponto P’ simétrico de P em relagao a 7;

d) a distancia de P ao plano m.

Determinar equag¢des reduzidas na varidvel x da reta que passa pelo ponto A(3, -2, 4)

e é perpendicular ao plano m: x — 3y + 2z - 5=0.

Obter equagdes paramétricas das retas nos casos em que

a) areta passa por A(-1,0, 2) e é paralela a cada um dos planos 7 2x +y +
z+1=0emn;:x-3y—-2z-5=0;

b) areta passa pela origem, é ortogonal a reta r: 2x = y = 3z e paralela ao plano

mx—-y—-z+2=0.

Escrever uma equacdo geral do plano que passa por A(—1, 2, —1) e é paralelo a
cadauma dasretasr:y=x,z=1-3xer,: 2x =y = 3z.

Encontrar equagdes paramétricas da reta r que passa por A, é paralela ao plano
T e concorrente com a reta s, nos casos:

a) A(2,1,-4),m:x—-y+3z-5=0, stx=1+3t, y=3-14, z=-2-2t
b) A(3,-2,-4),m:3x—-2y—-3z+5=0, stx=2+t, y=—-4-2t, z=1+3t

Determinar ainda o ponto de interse¢do entre r e s.

Dadaaretar:x=3+t y=1-2tez=—1+ 2t, determinar equagdes reduzidas
das projecdes de r sobre os planos xOy e xOz.



55. Encontrar equagdes paramétricas da reta que passa por A(3, 6, 4), intercepta o
eixo Oz e é paralela ao plano m: x — 3y + 52 - 6 = 0.

Nos problemas 56 a 62 apresentar uma equacao geral dos planos em que

56. O plano passa por A(-1, 2, —4) e é perpendicular aos planos 1, : x +z=2¢
n,:y—2z=0.

57. O plano que intercepta os eixos coordenados nos pontos de abscissa, ordenada e
cota iguais a —3, 6 e —5, respectivamente.

ouejd 0 9 o|njided

58. O plano passa por A(1,-3,4) e intercepta os trés semi-eixos de mesmo sinal a igual
distancia a origem do sistema.

59. O plano paralelo ao eixo z que intercepta o eixo X em —3 e 0 y em 4.
60. O plano paralelo ao plano xOz e que intercepta o eixo y em —7.

61. O plano passa pela origem e é paralelo asretasr:y=-x,z=2¢€
r,: (x,5,2) =(2,-1,4) +t(1, 3, -3).

62. O plano passa por A(—1, 2, 5) e é perpendicular a intersecao dos planos
M:2x—-y+3z-4=0em:x+2y—-4z+1=0.

63. Estabelecer equagdes dos planos bissetores dos angulos formados pelos planos
x0z e yOz.

64. Calcular os valores de m e n para que a reta r esteja contida no plano n:
a) rnx=2-2t,y=-1-t,z=3en:2mx—ny—-z+4=0
b) r:(x,y,2z)=t(2,m,n)+(n,2,0)en:x-3y+z=1

65. Calcular k de modo que a reta determinada por A(1, —1,0) e B(k, 1, 2) seja paralela
aoplanom: x=1+4+3h,y=1+2h+t,z=3+ 3t.

Nos Problemas 66 e 67, obter uma equacao geral do plano que contenha o ponto e a reta dados:

X+2y+z-1=0

66. A(3,-2,-1)e r:
2x+y—-z+7=0

67. A(1,2,1)earetaintersecdo do plano x — 2y +z — 3 =0 com o plano yOz.

68. Mostrar que as retas

3x-y-z=0 x—=3y+z+3=0
8x—2y—-3z+1=0 3x—-y—-z+5=0

L e L

sao paralelas e encontrar uma equa¢ao geral do plano determinado por essas retas.

69. Determinar o ponto P de interse¢do dos planos 2x —y+z—8=0,x+2y—-2z+6=0
e 3x —z — 3 =0 e uma equagao geral do plano determinado por P e pela reta

r:x=y,z=2y. @
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70.

7.

72.

Dadas asretasr;:y=—-2x,z=xer,,x=2—t,y=—-1+1,z=4—2t, determinar:
a) o ponto P’ simétrico de P(1, 0, 5) em relagdo a retar;
b) o ponto O’ simétrico de O(0, 0, 0) em relagao a reta r,.
Encontrar o ponto N, proje¢ao ortogonal do ponto P(3, —1, —4) no plano de-

terminado pelos pontos A(2, -2, 3), B(4, -3, —-2) e C(0, —4, 5). Qual é o ponto
simétrico de P em relacao a esse plano?

O plano m: 3x + 2y + 4z — 12 = 0 intercepta os eixos cartesianos nos pontos A, B
e C. Calcular:

a) adrea do triangulo ABC;

b) a altura desse tridngulo relativa a base que estd no plano xOz;

¢) o volume do tetraedro limitado pelo plano 7 e pelos planos coordenados.

~ Respostas de problemas propostos

1. a) (1,3,2) d) (2,4, -2)
h) (0>672) E) k:—12
1
c) k—z

2. 2x—-3y-z2-13=0
3. 2x—3y+4z—-4=0
4. 4x+4y+22+3=0
5. Um deles é: x=1t,y=h, z=—6 + 3h — 2t. Existem infinitos.
6. 2x—-2y—-z+4=0

x=1-2h
7. 3x+6y+22-7=0 e y=2h+t
z=2-3h-3t

x=h-t
8. 2x+3y-z=0 e y=h+t
z=5h+t

x=2—-4h-2t
9. 3x+2y—-6=0 e y=6h+3t
z=—1+4h+5t

x=2-6h—-2t
10. X—2y:0 e y=1—3h—t
z=-h+t




11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

32.

33.

34.

z—3=0

a=3

3x-2y-52-16=0
3x-12y +22+25=0
x—12y-10z-5=0
2x-y—-3=0
X—7y—4z2+17=0
X+y+z—-6=0
X+y+3z-3=0

5x —2y+4z-21=0
6x+6y—-2+9=0
2x+y—-22+3=0

X—9y—-52+33=0

x+y=0

3x+2y-6=0
y—2z+4=0

x+2z2-2=0

b)

m=1ou7

a) m=-12

b)

m=2

x=2-5h+2t
y=1-2h+t

z=3

c)

d)

arc cos

arc cos

2
J5

w

E‘

ouejd 0 9 o|njided
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35.

36.

37.

38.

39.

40.

41,

42.

43.

44.

45.

46.

47,

48.

49.

50.

51.

52.

1
a) m=10e mZ—E b) m = -6 e ndo existe valor para m

a) sim b) sim

m=10en=14

y=-11x+11
z=—7X+6

x=t
y=4-2t
z=5

(6,-3,-2)
(2,-8,-1)

(1,-3,7)

[0}

1
3 1 18 3 4 y=——x+1
a —,0,— b —>— ® 2
) (2 2) ) (1 111) )

—
—_

z=0
a) x=5+2t,y=2+t, z=3+t ¢) (-3,-2,-1)
b) (1,0, 1) d) 26
y=-3x+7,z=2x-2
a) x=2t-1,y=3t,z=-7t+2 b) x=4t,y=-5t,z=09t

20x - 11y +32+45=0



53.

54.

55.

56.

57.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

1.

72.

11 3
a) x=2+7ty=1+tz=-4-2t e (?5,—5)

h) x=3-2t,y=-2+3t,z=-4—-4t e  (=5,10,-20)
Q) y=-2x+7,z=0ez=2x-7,y=0

X=3+t,y=6+2t,z=4+t
XxX—-y—-z—1=0

10x — 5y + 6z +30=0
X+y+z-2=0

4x -3y +12=10

y=-7

3x+3y+4z=0

2x =11y —=52+49=0
Xx+y=0ex—-y=0

1 1
a) m=——,n=—— bh) m=3,n=7
8 2

k=3
2x+3y+z+1=0
6x—2y+z-3=0
4x+2y—-32+5=0

P(2,-1,3)e5x+y—-32=0

152
a P, l, —4,— h O, T T
) P( 3) ) (3 3 3)
N(5, =2, =3) e (7, =3, —2)
a) 329 ua. b) @ 0. ¢) 12 uv.

ouejd 0 9 o|njided






@, DISTANCIA ENTRE DOIS PONTOS

Dados os pontos P (x;,y,,z,) e P,(x,,y,,2,), a distdncia d entre eles é ‘EISZ

Como

Eﬁz =P, -PB =(x, = x,,y, ~ ¥, %)

tem-se

d(Pl’Pz):\‘/(Xz_Xl)z"'(YZ_Y1)2+(ZZ_Z1)2 (1)

Calcular a distancia entre P,(2,-1,3) e P,(1,1,5).
‘ Solucao
Como Eﬁz =P,—-P =(1,1,5—-(2,-1,3)=(-1,2,2), de acordo com (1), tem-se

d(P,P)=+/(-1) +2*+2* = J9=3 uc. (unidades de comprimento)

@ DISTANCIA DE UM PONTO A UMA RETA

Dado um ponto P do espago e uma reta r, quer-se calcular a distdncia d(P,r) de P ar.

Consideremos na reta r um ponto A e um vetor diretor v. Os vetores Vv e AP determinam um
paralelogramo cuja altura corresponde a

distancia d(P, r) (Figura 7.1). IP_____________________/,

| 4
A érea A do paralelogramo é dada por | e

| 7

a) A=(base)(altura)=|v|-d outambém por i d I

—_— | //
A=[VXAP i ! Il
b) |v | (Capitulo 3) o v "

Figura 7.1
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Comparando a) e b), vem

()

Calcular a distancia do ponto P(2, 1, 4) a reta

x=-1+2t
r:yy=2-t
z=3-2t

‘ Solucao

A reta r passa pelo ponto A(-1, 2, 3) e tem dire¢ao do vetor v=(2,-1,-2). Seja
ainda o vetor AP=P—A =(3,—1,1). Calculemos

i j Kk
¥xAP=[2 -1 -2|=(-3,-8,1)
3 -1 1

De acordo com (2), temos

|(-3-8.1) JE3p+(-8p+ <74
dP,r)= = = u.c.
|2.-L-2) J2+1p+(27 3

Observacao

Outra forma de calcular essa distancia
consiste em:

1) encontrar uma equagdo geral do pla-
no m que passa por P e é perpendi-
cular a reta r (um vetor normal a @

é um vetor diretor de r);

2) determinar o ponto I de interse¢ao
demer;

3) calcular a distancia por d(P,r)=| PI|. Figura 7.2

A Figura 7.2 ilustra esse procedimento.



@) DISTANCIA DE PONTO A PLANO

Dado um ponto B, e um plano =,
calcular a distdncia d(P,,m) de P, a =.
Seja A um ponto qualquer de m e i um T n

d

vetor normal a . A Figura 7.3 esclarece

que a distancia d(P),m) é o mddulo da l n

projegao de AP; na diregdo de .
De acordo com o Capitulo 2,

tem-se

Figura 7.3

Admitindo-se, entao, que P,(X,,¥,,Z,), T:ax+ by +cz+d=0e A(x,,y,,2,) €T, como
_ i (a,b,c)
APo =(X, —X,, Yo —V1,2o —2,) € ﬁ_m pela férmula (3) vem

(a,b, c)

(Xo =X Yo = V1> Zr%%m

|a(X0 —x;) +b(y, —y) +c(z _Z1)|
| Ja? +br +¢

d(P,,m)=

_ |axo +by, +cz, —ax, —by, —cz, |
Ja?+b*+c?

Como A € T, suas coordenadas satisfazem a equagdo de =, ou seja,

ax, + by, +cz, +d=0

d=-ax, —by, —cz,

Logo,

Loinyidey W

seppuelsia
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Observemos que a expressdo ax, +by, +cz, +d se obtém substituindo x, y e z no

primeiro membro da equacao geral de m pelas coordenadas do ponto P,.

Calcular a distancia do ponto F,(4,2,-3) ao plano n: 2x + 3y — 62 + 3 = 0.

‘ Solucao

[2(4)+3(2)-6(-3)+3| [8+6+18+3| 35 _s

d(p,,m)=
’ JZ+@+(6p  Na+9+36 7

Observacoes
a) Outra forma de calcular essa distancia consiste em:

1) encontrar equagdes da reta r que passa por B, e é perpendicular ao plano =
(um vetor diretor de r é um vetor normal a 1t);

2) determinar o ponto I de interse¢do de r e m;

3) calcular a distancia por d(PB,,n) =|17f|
A Figura 7.4 ilustra este procedimento.

b) A férmula (4) é também aplicada se tiver-

mos dados: Ry
b,) dois planos &, e w, paralelos. n
Neste caso: I
[}
d(m,,m,)=d(P,,m,), com B, e, i
ou |
Figura 7.4

d(m,,m,)=d(P,,m,), com P, e,

b,) uma reta r e um plano m paralelos.

Neste caso: d(r, 1) =d(P,nt),com P e r

Calcular a distancia da reta

y=2x+3
z=2x+1

aoplanom:4x—4y+2z-7=0



‘ Solucao

N
Observemos primeiro que r // m, pois o
vV-1i=(1,2,2)-(4,—4,2)=4—8+4=0 c

o

sendo v vetor diretor de r e i um vetor normal a . Entdo, tomando P(0,3,1) €1, =
por (4) tem-se v
“

4(0)-4(3)+2(1)-7| |-12+2-7| 17 =

ey U Dl Ul 7 >

A +(—4)7 422 V36 6 o

@, DISTANCIA ENTRE DUAS RETAS

Dadas as retas 1, e 1,, quer-se calcular a distancia d(y,1,). Podemos ter os seguintes

casos:
1) 1 er, sdo concorrentes.
Neste caso: d(r;,r,)=0
2) 1 et sdo paralelas.
Neste caso:
d(r,r,)=d(P,,) ,com Perp
ou
d(,r,)=d(P,;) com Per,

A Figura 7.5 ilustra a situag¢ao, que se reduz ao calculo da distancia de ponto a reta.

P I
d
] L
Figura 7.5

3) 1 e, sdo reversas
Seja r; a reta definida pelo ponto A, e pelo vetor diretor v, e a reta r, pelo
ponto A, e pelo vetor diretor V,.

Os vetores v,,V, e mz, por serem nao coplanares, determinam um paralelepipedo
(Figura 7.6) cuja altura é a distancia d(r,r,) que se quer calcular (a reta r, é paralela
ao plano da base do paralelepipedo definida por v, e ¥,).



edilljeue eli12wWoad 3 sal01dpn [

n

Figura 7.6

O volume V do paralelepipedo é dado por
a) V=(4rea da base)-(altura)=|v, XV, |-d ou também por
b) V= (\71,;72,A1—A2)| (Capitulo 4)

Comparando a) e b) vem

@, 72,A4,)

|, ¥, |

Calcular a distancia entre as retas

d=d(x,)= (5)

x=-1+t
y=x-3
L:qy=3-2t e L: i1
z=—1-t

‘ Solugcao

A reta 1, passa pelo ponto A,(—1,3,—1) e tem a dire¢ao de v, =(1,-2,—1) e aretar,

pelo ponto A,(0,-3,1) e tem a dire¢do de v, =(1,1,—-1).

Entdo, A,A, =A, —A, =(1,-6,2) e

1 -2 -1
(VI,Vz,mz):l 1 -1|=9
1 -6 2



i j k
¥, xV,=[1 =2 -1|=(3,0,3)

1 =l
De acordo com (5) temos
9 9 9 3
A== -
3,03) V3+3r Jis8 2
Observacao
Outra forma de calcular esta P L
distancia consiste em:
1) encontrar uma equa- | -
¢ao geral do plano =« l_‘ 7
° 2
definido pelo ponto A,
e pelos vetores diretores A, — I
v,
v, e V, (o vetor normal a -
Figura 7.
n édado porn=v, xV,). gura T
Como V, é vetor diretor
de m, a retar, é paralela a m (Figura 7.7).
2) calcular a distancia por
d(y,r,)=d(r,,m)=d(P,%),Per,
aplicando a férmula (4).
Problemas propostos
Achar a distancia de P, a P, nos casos:
1. P(-2,0,1) e P,(1,-3,2)
2. P(1,0,1) e P,(2,-1,0)
Achar a distancia do ponto P a reta r nos casos:
3. P(2,3,-1) r:x=3+t y=-2t z=1-2t
4. P(1,-1,0) r:x=2-t y=0 z=t
5. P(3,2,1) r:y=2x z=Xx+3

L ojnyiden

seiduelsiq
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2x-y+z-3=0
6. P(0,0,0) r:
X+y—-2z+1=0
7. P(3,-1,1) r:(xy2) = (2,3,-1) + t(1, -4, 2)
8. P(1,2,3) r : eixo Ox
9. P(1,2,3) r:eixo Oz
10. P(1,2,3) r:x=1 z=-1

Achar a distancia do ponto P ao plano 7 nos casos:

11. P(2,-1,2) m:2x—2y—-z+3=0

12. P(3,-1,4) T:Xx+y+z=0

13. P(1, 3, -6) Tidx—y+z+5=0

14. P(0,0,0) m:3x—4y+20=0
x=2+2h+3t

15. P(1,1,1) nidy=—l+h+t
z=2-h

16. Calcular a distincia entre os planos paralelos

T iX+y+z=4 e T,:2X+2y+2z=5

Achar a distancia da reta r ao plano 7 nos casos:

17. r:x=4+3t y=-1+t z=t e mXx—y—2z+4=0

x=3
18. r:{ e T:x+y—-12=0
y=4

19 x=3 0
. T: (& TC © =
y=4 y

Achar a disténcia entre r, e r, nos casos:

20. r:x=2-t y=3+t z=1-2t
L:x=t y=-1-3t z=2t
21. r:x=y=z L:y=x+1 z=2x-1
22. I :YZZX z=3 I :(X)Y)Z):(2>_1)2)+t(1)_1>3)
23. r:x=t+l1 y=t+2 z=-2t-2
L:y=3x+1 z=—4x



24, 1:x=3 y=2 r:x=1
25. 1:x=3 y=4 r,: eixo dos z
‘ Respostas de problemas propostos
1. J19 14. 4
2' \/5 15. i
Vit
3 V117
3 6. V3
2
. Yo
2 17. :%;
- 77
Al 5
6 18. E
54
6. ,|—
35 19. 4
3
7. 0 20. E
8. 13 .
21, —
9. \5 2
22.
10. 4 \/g
7 23. 0
1. —
3 24. 2\
12. 2.3 25. 5
13. 0

L ojnyiden

seiduelsiq






@, AS SECOES CONICAS

Sejam duas retas e e g concorrentes em O e ndo perpendicu-
lares. Conservemos fixa a reta e e facamos g girar 360° em torno
de e mantendo constante o 4ngulo entre as retas. Nessas condig¢oes,
a reta g gera uma superficie conica circular infinita formada por
duas folhas separadas pelo vértice O (Figura 8.1).

A reta g é chamada geratriz da superficie conica, e a reta e,
eixo da superficie.

Chama-se se¢do conica, ou simplesmente cdnica, o conjunto
de pontos que formam a intersecao de um plano com a super-
ficie conica.

Quando uma superficie cdnica é seccionada por um plano
7 qualquer que ndo passa pelo vértice O, a cOnica serd:

a) uma pardbola, se T for paralelo a uma geratriz da superficie
(Figura 8.2(a));

Figura 8.1

b) uma elipse, se m ndo for paralelo a uma geratriz e intercepta apenas uma das folhas da

superficie (Figura 8.2(b)) (ou uma circunferéncia, se w for perpendicular ao eixo).

¢) uma hipérbole, se m ndo é paralelo a uma geratriz e intercepta as duas folhas da superficie

(Figura 8.2(c)). A hipérbole deve ser vista como uma curva s6, constituida de dois ramos,

um em cada folha da superficie.

X

(b)
Figura 8.2

(a




edl}ljeue e1139woagd 2 salolap

Observacao

As superficies cOnicas apresentadas nas Figuras 8.2 e 8.3 devem ser e consideradas
como ilimitadas, ou seja, constituidas de duas folhas que se estendem indefinidamente

em ambos os sentidos.

A
T —

(a) (b)
Figura 8.3

Se cada um dos planos secantes da Figura 8.2 forem transladados paralelamente até
chegarem ao vértice O, obteremos as respectivas conicas “degeneradas” da Figura 8.3:

a) uma reta
b) um ponto
¢) duas retas

As conicas foram de fundamental importancia para o desenvolvimento da astro-
nomia, sendo descritas na antiguidade por Apolonio de Perga, um ge6metra grego.

Mais tarde, Kepler e Galileu mostraram que essas curvas ocorrem em fenémenos
naturais, como nas trajetérias de um projétil ou de um planeta. No final deste capitulo
estao descritas as propriedades de reflexdo para cada uma das conicas, com algumas
de suas aplica¢des.

No Museu de Ciéncias e Tecnologia da Pontificia Universidade Catélica do Rio
Grande do Sul encontra-se um experimento que diz respeito as propriedades da reflexdo
anteriormente referidas, chamado reflexdo sonora. Trata-se das pardbolas actisticas. Na
verdade, sao paraboloides constituidas por duas antenas parabdlicas metalicas (Figura
8.4). Essas antenas de mesmo tamanho estdo perfeitamente alinhadas e dispostas uma
diante da outra e separadas por aproximadamente 20 m (para melhor visualizagao
foram necessdrias duas fotos, razao pela qual a ideia dessa distdncia nado foi possivel
passar). O anel metdlico em determinado ponto representa o foco da antena. Quando
uma pessoa fala, emitindo som préximo do anel (foto da esquerda), as ondas sono-
ras refletidas na superficie da antena produzem um feixe de ondas paralelas que, ao



incidirem na outra antena, refletem-se convergindo para o foco (anel) desta. Entao, outra
pessoa com o ouvido préximo do anel (foto da direita) ouve nitidamente a primeira.

Acervo do autor

Figura 8.4

A Figura 8.4(a) esquematiza o experimento descrito anteriormente.

20 metros

Figura 8.4(a)

E importante observar que as cOnicas sdo curvas planas e, portanto, tudo o que

dissermos sobre parédbola, elipse e hipérbole se passa em um plano.

g o|niided

sedxiuQ)
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@ PARABOLA

Definicao
Pardbola ¢ o conjunto de todos os pontos de um plano equidistantes de um ponto
fixo e de uma reta fixa desse plano.

Consideremos uma reta d e um ponto
F ndo pertencente a d.

Na Figura 8.5 estao assinalados cinco
pontos (P, P,, V, P, e P) que sdo equidis-
tantes do ponto F e da reta d.

Entdo, um ponto P qualquer pertence

a pardbola se e somente se
ol

d(P,F)=d(P,d)

X P
. Figura 8.5
ou, de modo equivalente,

d(P,F)=d(P, P') (1)

sendo P’ o pé da perpendicular baixada de P sobre a reta d.

Elementos

Na Figura 8.5, tem-se:

Foco: ¢ o ponto E.
Diretriz:  é a reta d.

Fi é a reta e que passa por F e é perpendicular a d. E facil ver pela prépria
ixo: . . .
defini¢do de pardbola que essa curva é simétrica em relagdo ao seu eixo.

Vértice: ¢ o ponto V de interse¢ao da pardabola com o seu eixo.

Equacodes reduzidas
Seja a pardbola de vértice V(0,0). Consideremos dois casos:

1) O eixo da pardbola é o eixo dos y

Seja P(x,y) um ponto qualquer da pardbola (Figura 8.6) de foco F(O,g) e diretriz

de equagdo y= —g.



A defini¢ao de pardbola expressa y

pela igualdade (1) é equivalente a

Figura 8.6

|FP|=[P'P|
P
p 2
Como P'(X,—E)Gd , vem 5
2
p p
x=0,y—-=)=|x-xy+=
(x=0y 5 )‘ (x-x,y 5 )‘
ou
\/(X—O)z +y-2y =\/(X—X)2 +(y+2y
2 2
Elevando ambos os membros ao quadrado, obtemos
(x=0) +(y =L = (x=xp +(y+ Ly
2 2
ou
p’ p’
X+y —py+—=y +py+—
Y =Py 4 Yy +py 4
ou simplesmente
x> =2py
que é a equagdo reduzida para este caso.
Observacoes
a) O ndmero real p#0 é cha- )
mado parametro da pardbola. p>0
b) Daequacao (2) conclui-se: como
py >0,0 pardmetro p e a orde- Figura 8.7

nada y de P tém sinais iguais

(2)

y<o0
p<o0

(py=0sey=0) e, consequentemente, se p > 0, a pardbola tem abertura para cima,

e, se p <0, para baixo (Figura 8.7).

c) O gréfico da equagao (2) é simétrico em relagdo ao eixo dos y, pois, substituindo-se

X por —X, a equagdo ndo se altera, ou seja, se o ponto (x, y) pertence ao grafico,

o ponto (—x, y) também pertence.
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2) O eixo da pardbola é o eixo dos x y

Sendo P(x, y) um ponto qualquer da pardbola

! _E - —
(Figura 8.8) de foco F(g,o) e diretriz x :—g obtere- Py 2’ v
mos, de forma andloga ao 1° caso, a equa¢ao reduzida
AlV
2
Y =2px @) e
2
Da andlise da equagdo (3) conclui-se imedia-
tamente: se p > 0, a pardabola tem abertura para
a direita, e, se p < 0, para a esquerda (Figura 8.9). g
Figura 8.8
x>0 x<0
p>0 p <0
Figura 8.9

Exemplos

1 . .
1. Para cada uma das pardbolas x* =8y e Xz—Eyz, construir o grafico e encontrar
o foco e uma equagdo da diretriz.

‘ Solucao
a) x*=8y v
Observemos que nesta equacgdo, a
cada valor de y, por exemplo, 2, cor- F(0,2)
respondem dois valores de x simétri- R T :
cos, no caso, 4 e —4. Logo, os pontos ! T ' 52
(4, 2) e (-4, 2) pertencem a pardbola —4 ol 4
(Figura 8.10). = y==2

Como a equacao é da forma .
Figura 8.10

x> =2py, tem-se

2

e
Il

8
4
2

SR Lelac]

Portanto,
foco: F(0,2)
diretriz: y = -2



b) A equacao reduzida de x :—%yz éy’=-2x

Observemos que nesta equagao, a cada valor de x, por exemplo, —2, correspon-
dem dois valores de y simétricos, no caso, 2 e —2. Logo, os pontos (-2, 2) e
(=2, -2) pertencem a pardbola (Figura 8.11).
Como a equacdo é da forma y* =2px, tem-se

=2
1

1

2

2p
p=—
pP_
2

Portanto,

1
foco: F(——,0
oco: F( 5 )

Figura 8.1

. . 1
diretriz: x= E

2. Tracar um esboco do grafico e obter uma equagao da pardbola que satisfaca as
condigoes:
a) vértice V(0, 0) e foco F(1, 0)
b) vértice V(0, 0) e diretrizy =3

¢) vértice V(0, 0), passa pelo ponto P(-2, 5) e concavidade voltada para cima.

‘ Solucao
a) A equagdo é da forma
y? =2px (Figura 8.12 — o eixo da pardbola é Ox) 1
Mas, P>0
gzl oup=2 _O_.F(IL,X
ou 5
2p=4
Substituindo este valor de 2p na equagdo anterior, obte- Figura 8.12

mos y? =4x
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b) A equagao é da forma
x> =2py (Figura 8.13 — o eixo da pardbola é Oy)
Mas
P
~=-3o0ulp=-12
2 P
Logo, a equagdo é
x> =—12y
c) A equagdo é da forma

x*=2py (Figura 8.14 — o eixo da parabola ¢ Oy)

Y
====||5
Y

|

|

I_p y=3 i

2 < i

? |
pP<0 i <

5 O
Figura 8.13 Figura 8.14

Como P pertence a pardbola, o ponto (-2, 5) é uma solucao da equag¢do, ou
seja, a afirmacao

(=2) =2p(5)

é verdadeira. Dai vem

4
x2=—
SY
ou
5x*—4y=0



Translacao de eixos

Consideremos no plano cartesiano
xOy um ponto O’(h,k) arbitrario. Vamos
introduzir um novo sistema x'O’y’ tal
que os eixos O'x’ e O'y’ tenham a mesma
unidade de medida, a mesma direg¢do
e o mesmo sentido dos eixos Ox e Oy.
Assim, todo ponto P do plano tem duas
representa¢des: P(x,y) no sistema xOy e
P(x',y') no sistema x'O’y’ (Figura 8.15).

Da figura obtém-se

x=x+h e y=y+k
ou (4)
xX=x-h e y=y-k

que sdo as formulas de translagao.

TPy

le——

- h
X

Figura 8.15

Outras formas da equacao de parabola

Seja uma pardbola de vérti-
ce V(h,k)#(0,0). Consideraremos
somente os casos de o eixo da pa-
rabola ser paralelo a um dos eixos
coordenados.

1) O eixo da pardbola é paralelo ao
eixo dos y

Com origem no ponto V, trace- Y T
k

mos o sistemax'O'y’ (O’ =V) nas con-
di¢oes do item anterior (Figura 8.16).

y

4—X‘—>

A parabola em relagao a este
sistema tem vértice na origem e,
portanto, sua equagdo reduzida é

h o

X

Figura 8.16

X/Z =2py/

Como para todo ponto P da parédbola, por (4) temos

x'=x-h e y'=y-k

e pela substituicao em (5) resulta a equagao

(x=h) =2p(y-k)

que é a forma padrdo para este caso, e referida ao sistema xOy.

()
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As observagoes ja feitas com relacao ao parametro p continuam vélidas: se p > 0,

a parabola estd voltada para cima, e, se p < 0, estard para baixo.

2) O eixo da pardbola é paralelo ao eixo dos x

De modo andlogo, temos

(y—k) =2p(x—h)

Outras formas da equacdo da pardbola serdo apresentadas no préximo exemplo.

1. Determinar uma equac¢ado da pardbola de vértice V(3, —2), eixo paralelo ao dos 'y

e parametro p = 1.

‘ Solucao

Como o eixo da parédbola é paralelo ao eixo dos y, sua equacao é da forma

(x—h)* =2p(y -k)

e, neste caso, temos
(x=3) =2()(y+2)
ou
(x—3)?=2(y+2)
cujo gréfico é o da Figura 8.17.
A equacio (6) ainda pode receber a forma

x’—6x+9=2y+4

ou
x> —6x—2y+5=0 (7)

que é a equacao geral dessa parédbola.

Assim, qualquer pardbola cujo eixo coincide ou
¢ paralelo a um dos eixos coordenados, sempre
pode ser representada pela equagdo geral que
terd uma das formas

ax’ +cx+dy+f=0 a#0

ou

(6)
y
| eixo
|
é\' :
2) i
|
|
[}
| X
of I\ 3 /5
[ |
24— -
Vv
Figura 8.17
(8)



by? +cx+dy+f=0 b#0

Se em (7) isolarmos o valor de y, teremos

1 5
=—x>-3x+—
v 2 2

que é a equacdo explicita da pardbola deste exemplo.

(9)

Entao, sempre que explicitarmos y em uma equag¢ao do tipo (8) ou x em uma

equacao do tipo (9), obteremos a respectiva equa¢ao explicita na forma

y=ax’+bx+c a#0

ou

x=ay’+by+c a#0

2. Seja a parabola de vértice V(4, 2) e foco F(1, 2). Tracar um esbo¢o do grafico e

determinar sua equagao geral.

‘ Solucao

a) Um esbogo do grafico: Figura 8.18. y
b) Tendo em vista que o eixo da pardbola
é paralelo ao eixo dos x, sua equa¢ao na
forma padrao é 24—

(y—k)* =2p(x—h) T

e como O

F eixo
§--=-- - =
[
| [

: — —H X
i1 /i
le—— Lz)—vl

Figura 8.18

h=4, k=2, §=—3 . 2p=-12
a equacao fica
(y—=2y=-12(x—-4)
Efetuando as operag¢des indicadas e ordenando, vem
y* —4y+4=-12x+48
ou
y:+12x—4y—-44=0

que é uma equacao geral desta pardbola.
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3. Determinar uma equa¢ao da parabola da Figura 8.19.

Yy
|
eixo
4 i
|
1 3
‘/T\* ! = X
O / !
_1/ |
Figura 8.19

‘ Solucao

Entre a equagao na forma padrao e a explicita, a segunda é mais simples para o problema.

Entdo, como o eixo da pardbola é paralelo ao dos y, sua equagao é da forma
y=ax’+bx+c
Ora, sendo (0, -1), (1,0) e (3, 0) pontos da pardbola, suas coordenadas devem

satisfazer esta equacao, ou seja,

—1=a(0)>+b(0)+c
0=a(1)>+b(1)+c
0=a(3)>+b(3)+c

ou
c=-1
a+b+c=0
9a+3b+c=0
. . . 1 4
swwnmcmasdu@oea:——,b:g-ec:—L

Logo, a equagdo da pardbola é

1 4
=——x>+-x-1
Y 3 3

4. Dada a pardbola de equagdo y*+6y—8x+17=0, determinar

a) sua equacgdo reduzida; d) o focoeuma equagdo da diretriz;
b) o vértice; e) uma equagdo do eixo.

¢) um esbogo do gréfico;



‘ Solucao

a)

b)

c)
d)

e)

Iniciemos escrevendo a equa¢do na forma
y> +6y=8x—17
Completemos o quadrado do primeiro membro:
y2+6y+9=8x—-17+9

Como adicionamos 9 ao primeiro membro, devemos fazer o mesmo com o

membro da direita. A tltima equag¢ao pode ser escrita
(y+3)7=8(x-1) (10)

que é a forma padrao de uma pardbola de eixo paralelo ao eixo dos x. Entao,
se em (10) utilizarmos as férmulas de translagdo

X =x-ley=y+3
obteremos

!

y? =8x

que é a equagao reduzida desta pardbola referida ao sistema x'O'y, na qual
O'=V (vértice), O'x//Ox e O'y'//Oy.
Como a equagao (10) é da forma padrao

(y—k)* =2p(x—h) (11)

em que h e k sdo as coordenadas do vértice, vem imediatamente: V(1, —3).
Um esbogo do grafico: Figura 8.20.

Confrontando (10) e (11), concluimos:
_ _4 P_
2p=8, p=4, 2—2 %
e pelo gréfico tem-se 1 | 3
foco: F(3,-3) 5 ——t— X
. . i 1
diretriz: x =-1 1
. i /p>0"!
Eixo: y=-3 1 1 1
1
131V 1F eixo
Lk EEES e
1
p i\ p !
< i »le z »l

Figura 8.20

g o|niided

sedxiuQ)



edllljeue el139woad a salo1apn [

Equacoes paramétricas
Consideremos a equagao reduzida da pardbola cujo eixo é o dos y:
x* =2py

Nessa equagdo, x pode assumir qualquer valor real, se fizermos x =t (t ¢ chamado

1
parimetro), teremos y = 2—'(2 .

Entéo, equagoes paramétricas da parabola sao, neste caso, dadas por

De igual forma, se na equagdo y* =2px fizermosy =t, o sistema

constitui equagdes paramétricas da pardbola com vértice V(0,0) e eixo Ox.

Com procedimento semelhante, obtém-se equagdes paramétricas no caso de o
vértice da pardbola nao ser a origem do sistema, conforme exemplo a seguir.

Obter equacdes paramétricas da parabola de equacao:

) =iy b)  (y—3F =2(x+2)

’ Solucao

1) Se fizermos x = t, teremos y=4t> e, portanto, o sistema

X=t
y =4t
constitui equagdes paramétricas da pardbola.

2) Fazendoy-3=t, vemy=t+ 3. Entdo,

t?=2(x+2)



Problemas propostos

Para cada uma das paraholas dos Problemas de 1 a 10, construir o grafico e encontrar o foco e uma
equacao da diretriz.

1.

ou

Assim, o sistema

t? =2x+4

y=t+3

constitui equagdes paramétricas da pardbola.

Por outro lado, de y =t + 3, vem t = y — 3, que substituindo na primeira
equagao resulta

ou

=3y -4

2

(y—3)=2(x+2)

que é a equacgdo cartesiana dada inicialmente.

7. x*-10y=0
8. 2y’-9x=0
XZ
9. y=—
Y 16
2
10. x=-L
8
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Nos Problemas de 11 a 26, tracar um eshoco do grafico e obter uma equacéao da parabola que satisfaca
as condicdes dadas.

11. vértice: V(0, 0); diretriz d: y = -2
12. foco: F(2,0); diretrizd: x+2=0

13. vértice: V(0, 0); foco: F(0, —3)
o 1
14. vértice: V(0, 0); foco: F(—E,O)

15. foco: F(O,—i) ; diretrizd: 4y —1=10

16. vértice: V(0, 0); simetria em relacdo ao eixo dos y e passa pelo ponto P(2,-3)

edl}ljeue e1139woagd 2 salolap

17. vértice: V(0, 0); eixo y = 0; passa por (4,5)

18. vértice: V(-2, 3); foco: F(-2, 1)

19. vértice: V(2, —1); foco: F(5, —1)

20. vértice: V(4, 1); diretrizd:y+3 =0

21. vértice: V(0, —2); diretriz: 2x =3 =0

22. foco: F(4, —5); diretriz: y = 1

23. foco: F(-7,3); diretrizzx+3=0

24. foco: F(3, —1); diretriz: 2x — 1 =0

25. vértice: V(4, —3); eixo paralelo ao eixo dos x, passando pelo ponto P(2, 1)
26. vértice: V(-2, 3); eixo: x + 2 = 0, passando pelo ponto P(2, 0)

Em cada um dos Problemas de 27 a 36, determinar a equacao reduzida, o vértice, o foco, uma equagao
da diretriz e uma equacao do eixo da parabola de equagdo dada. Eshogar o grafico.

27. x*+4x+8y+12=0 32. x*—-12y+72=0
28. x*—2x—-20y-39=0 33. y=x—-4x+2
29. y’+4y+16x-44=0 34, y=4x-x’
30. y?—16x+2y+49=0 35, y>—-12x-12=0
XZ
31. y=:—2x—1 36. 2x*—12x—-y+14=0

Nos Problemas de 37 a 39, encontrar a equacao explicita da parabola que satisfaca as condicdes:

37. eixo de simetria paralelo ao eixo dos y e passando pelos pontos A(-2, 0), B(0, 4)

@ € C(4, O)



38.

39.

40.

eixo de simetria paralelo a x =0 e passando pelos pontos A(0,0), B(1,-1) e C(3,-1).

eixo paralelo a y = 0 e passando por A(-2, 4), B(-3, 2) e C(-6, 0).

Dada a pardbola de equagdo y=—x*+4x+5, determinar:
a) o vértice;

b) as interse¢des com os eixos coordenados;

¢) o gréfico;

d) o foco;

e) uma equagdo da diretriz.

Nos Problemas de 41 a 44, obter equagdes paramétricas da parabola de equacao dada.

41.

42.

y? =—4x 43. (x+4)=-2(y-1)

X =2y 44. vy —4y+x+1=0

Nos Problemas 45 e 46, obter uma equacao geral da parabola dada por equagdes paramétricas.

47.

48.

49,

50.

51.

52.

x=t+1 _t2+4
P 46. 1°7

3 y=t

Em que pontos a pardbola de vértice V(-2, 0) e foco F(0, 0) intercepta o eixo dos y?

Encontrar sobre a pardbola y* =4x um ponto tal que sua distdncia a diretriz seja
igual a 3.

Utilizar a defini¢do para encontrar uma equagdo da pardbola de foco e diretriz
dados:

a) F(-3,4);
diy=2

b) F(0, 3);
d:x-2=0

Determinar uma equagdo da curva gerada por um ponto que se move de modo
que sua distancia ao ponto A(—1, 3) seja igual a sua distdncia a retay + 3 =0.

Encontrar uma equac¢do da pardbola e suas interse¢des com os eixos coordenados,
sendo dados:

a) foco: F(0, 0), eixo: y = 0 e passa por A(3, 4);

b) foco: F(0, —1), eixo: x = 0 e passa por A(4, 2).

Na Figura 8.21, o arco DC ¢é parabdlico e o segmento AB estd dividido em 8 partes
iguais. Sabendo que d = 10 m e AB = 80 m, determinar h, e h,.
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53.

54.

Figura 8.21

Uma familia de pardbolas tem equagdo y=ax”+bx+8. Sabendo que uma delas
passa pelos pontos (1,3) e (3,—1), determinar:

a) os pontos de intersecdo com o eixo dos x;
b) os pontos de ordenada 15;

¢) equagdes paramétricas desta pardbola.

Dados os sistemas de equa¢des paramétricas

{X:\/Z—t X=—t

e t2
y=t+3, te[0,8] y=5+3 te[-4,0]

mostrar que eles representam parte de uma mesma pardbola, esbo¢ando o grafico.

‘ Respostas de problemas propostos

1. F(0,-1),y=1 9. F(0,4),y+4=0
3
2. F(E,O),2X+3:O 10. F(-2,0),x=2
3. F(—Z,O),XZZ 11. X2:8y
1 1
4. F(0,——),y=— 12. y’=8
( 4)y 2 y =8x
5. F(2,0),x=— 13. x2=-12
- —HU)HhX=—7— . X ==
4 4 Y
3 2
6. F(—Z,O),4x—3:O 14. y’=-2x
5 2
7. F(O,E),2y+5:0 15. x*=-y
9
8. F(g,o),8x+9=0 16. 3x>+4y=0



17.

18.

19.

20.

21.

22.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

40.

4.

4y* —25x=0

x> +4x+8y—20=0

V2 +2y—12x+25=0 23. y>—6y+8x+49=0
x> —8x—16y+32=0 24. 4y*+8y—20x+39=0
y:+4y+6x+4=0 25. y*+6y+8x—-23=0
x> —8x+12y+40=0 26. 3x*+12x+16y—36=0

x2=-8y’, V(=2,-1), F(-2,-3), y =1, x=-2
x"2 =20y, V(1,-2), E(1,3), y=-7, x=1
y?=-16x", V(3,-2), F(-1,-2), x=7, y=-2
y2=16x", V(3,-1), F(7,-1), x=-1, y=-1
x"?=4y’, V(4,-5), F(4,-4), y=-6, x=4

x”? :12y’) V(0,6), F(O,9),y:3, x=0
X =y, V(2,-2), F(z,—i), y=—z, x=2

15
x"? :_y,) V(2:4)r F(Z’Z)’ 4y_17:0’ x-2=0

y”?=12x’, V(-1,0), F(2,0), x=—4, y=0

1 31
X =2y, V(3,4), F(3,- ), By+33=0, x=3

1 1 4 1

=——x"+x+4 38. y=—x2——x 39, X=——Vv2+2y—6
v 2 y 3 3 4Y Y
a) V(2)9) h) (_]-) 0)) (5) 0)) (0) 5)
d) F(2,34—5) &) 4y—37=0

— 12 x=t

= a2. .

y:t y_ 2

g o|njide)

sedxiuQ)



edl}ljeue e1139woagd 2 salolap

50. x*+2x—12y+1=0

43. t2
:l——
Y= 51. a) y’—4x-4=0,(-10), (0,£2)
w [x73F b) x2—4y—-8=0, (+2+/2,0),
- ly=t+2 0,-2)
45. x’—-2x-3y-5=0 52. h,=20m e h,=32,5m
46. y*—4x+16=0 53. a) (2,0) e (4,0)
47. (0,4) e (0,—4) b) (-1,15) e (7,15)

) x=t+3 ey=t'-1

48. (2>\/§) @ (2,—\/5)

49. a) x’+6x—4y+21=0

b) y*—6y+4x+5=0

@ ELIPSE
Definicao

Elipse é o conjunto de todos os pontos de um plano cuja soma das distdncias a dois
pontos fixos desse plano é constante.

Consideremos no plano dois pontos distintos, F, e F,, P
tal que a distancia d(E,F,)=2¢, e um ntmero real positivo
acom 2a > 2c.
Chamando de 2a a constante da defini¢do, um ponto
P pertence a elipse (Figura 8.22) se, e somente se, Figura 8.22
d(P,E)+d(P,E)=2a (1)

Para construir uma elipse no papel, pode-se proceder
conforme sugere a Figura 8.23: fixam-se dois pregos em pontos
arbitrdrios F, e F, amarrando-se neles as extremidades de um
fio ndo esticado. Um ldpis que deixa o fio distendido marca o
ponto P. Se fizermos o lapis deslizar sobre o papel, mantendo o
fio sempre distendido, a ponta descreverd a elipse e, portanto,

para todo o ponto P da elipse, a soma das distdncias d(P,E)

Figura 8.23

e d(P,E) serd sempre igual ao comprimento do fio, ou seja,
um valor constante, que, na defini¢do, foi denominado 2a.



Se variarmos as posi¢des de F, e F, mantendo fixo o comprimento do fio, a forma
da elipse variard. Assim, quanto mais afastados um do outro estiverem os pontos F, e F,,

tanto mais “achatada” é a forma da elipse. Por outro lado, se d(E,E) estd préximo de zero,
a elipse é quase circular, e no caso de F, = F,, temos a circunferéncia de centro F, e raio a.

Elementos

Com base na Figura 8.24, tem-se:
Focos: sao os pontos F, e F,.

Distancia focal: é a distancia 2c entre os

focos.

Centro: é o ponto médio C do segmento
F,F

1+ 2

Eixo maior: é o segmento A A, de com-

primento 2a (este segmento contém os focos).

Figura 8.24

Eixo menor: é o segmento BB, de com-
primento 2b e perpendicular a A} A, no seu ponto médio.
Vértices: sdo os pontos A, A,,B, e B,.
Pela Figura 8.24, é imediato que B,F, =a, pois B,E +B,E =2a (defini¢ao de elipse)

e B,E =B,E. Logo, do tridngulo retdngulo B,CE vem
a’=b’ +¢? (2)

A igualdade mostraqueb<aec<a.

Excentricidade da elipse é o numero real

e:E (0<e<l)
a

A excentricidade é responsdvel pela “forma” da elipse: elipses com excentricidade
perto de 0 (zero) sdao aproximadamente circulares, enquanto elipses com excentrici-
dade proxima de 1 sdo “achatadas” Por outro lado, fixada uma excentricidade, por

exemplo, e=—, todas as infinitas elipses com esta excentricidade tém a mesma forma
(diferem apenas pelo tamanho).

Observacao

A 1° lei do astronomo alemao Johannes Kepler (1571-1630) é expressa por: “qual-
quer planeta gira em torno do Sol, descrevendo uma 6rbita eliptica, da qual o Sol ocupa
um dos focos”. A maioria dos planetas tem 6rbitas aproximadamente circulares, o que

g o|niided
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significa dizer que suas excentricidades estdao perto de zero. Por exemplo, a 6rbita da Terra
tem excentricidade 0,02, a de Jupiter, 0,05, a de Marte, 0,09, para mencionar apenas algumas.
Mercurio e Plutdo, cujas drbitas elipticas tém

excentricidades bem maiores, 0,21 € 0,25, res-  Cometa de Halley Sol
pectivamente, constituem uma exce¢do a

maioria dos planetas. O “campedo” de excen-

tricidade no sistema solar parece ser o Cometa Terra

Halley com e = 0,967 (quase 1) e ele leva apro- .
Figura 8.25

ximadamente 76 anos (periodo de revolugao)

para dar uma volta em torno do Sol. A Figura

8.25 dd uma ideia das trajetérias da Terra e de Halley com o Sol em um dos focos.

Com a finalidade de obtermos uma equacao de elipse, teremos que referi-la ao
sistema de eixos cartesianos. Iniciemos pelos casos mais simples.

Equacodes reduzidas
Seja a elipse de centro C(0, 0). Consideraremos dois casos:
1) O eixo maior estd sobre o eixo dos x

Seja P(x, y) um ponto qualquer de uma elipse (Figura 8.26) de focos F(—c,0) e
E (c,0).
Pela defini¢ao em (1), y
tem-se
d(P,E)+d(P,E)=2a
B,

P(xy)
ou

|EP|+|EP|=2a

A\ F(-c,0)
ou, em coordenadas,

|(x+¢c,y—0)|+|(x—c,y—0)|=2a

\/(x+c)2 +y? +\/(x—c)2 +y? =2a

\/x2+y2+2cx+cz =2a—\/xz+yz—2cx+c2 Figura 8.26
(V& +y2 +2cx+ P =(2a—[x2 +y? —2cx+ P

X2 +y?+2cx+¢? :4212—421\/)(24—}/2—m+x2+yz—2cx+c2
a\/m:az—cx



a’(x? +y* —2cx+c?)=a' —2a’cx + %’

N

Q

a’x? +a’y? —2a’cx+a’c? =a' —2a’cx +’x? -

2,

<

a2x? —c?x? +azyz —a% — 2222 =

2 2 2 252 — Q2 2 2 o
(@ -)x*+a’y’=a’(@’ -¢?)

N

(]

Como por (2) tem-se a? —c? =b?, resulta 3

=

2 2 2572 — a2RK2 [\Y)

b’x* +a’y? =a’b o

Dividindo ambos os membros da equacdo por a’b*, vem

que ¢ a equagdo reduzida para este caso.

2) O eixo maior estd sobre o eixo dos y

Observando a Figura 8.27, com procedimento M
andlogo ao 1° caso, obteremos a equacao reduzida

(0,¢)
B, _

Oy, basta observar onde estd o maior denominador (a?) A, (0,—¢)

2 2

LY
b a

Observacao

Como em toda elipse tem-se a>b (oua? >b?), para
saber se a elipse tem seu eixo maior sobre Ox ou sobre F,

na sua equacdo reduzida. Se esse for denominador de .
) . . . - . Figura 8.27
x?, 0 eixo maior estd sobre Ox. Caso contrdrio, estara

sobre Oy.
y
Por exemplo, na equagio reduzida
3
XZ 2
— 4 Y_ = 1
9
o maior denominador é 9. Como ele é denominar de y?, o eixo -2 o 2 *
maior da elipse estd sobre o eixo dos y (Figura 8.28). No caso,
temos
-3
2 — —
a= a= Figura 8.28
b2 = =

e, portanto, as interse¢des com 0s eixos sao os quatro pontos (0,£3) e (£2,0). @
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Observemos, por outro lado, que se na equagao anterior fizermos x =0, vem y =13

e paray =0, vem x = £2, 0 que confirma as interse¢oes com os eixos em (0,3) e (£2,0).

Nos Problemas de 1 a 3, para cada uma das elipses, determinar:
a) a medida dos semieixos;
b) um esbogo do grifico;
¢) osfocos;

d) a excentricidade.
1. 9x? +25y2 =225

‘ Solucao

a) Para expressar a equagdo na forma reduzida, dividimos ambos os membros
da equagao por 225:

9x? 25y* 225
9% 25y 225

225 225 225
ou
2 2
X_ + y_ =1
25 9

Maior denominador: 25. Logo, a* =25 e o eixo maior da elipse estd sobre o

eixo dos x, porque 25 é denominador de x*.

Entao,
a?=25 a=
b? = b=3 y
b) Grafico: Figura 8.29 ‘
c) a’=b’+¢? S
25=9+¢2 F
c?=16..c=4 -5 o]
Logo, os focos sao E(—4,0) e E (4,0).
-3
d) e=S=2
a 5 Figura 8.29



2. 4x*+y*-16=0

N
Q
Q@ Solucao 'E_
<
a) Conduzindo a equag¢do para a forma reduzida, vem y o
[o0]
2 2
4x* +y* =16 ou LS 4 A
6 o
1F, >
Maior denominador: 16 (denominador de y?). o
Logo, ’
X
a?=16 .. a=4 = 2
2 o _ 1
b*’=4 .. b=2 F,
b) Gréfico: Figura 8.30. 4
c) a2=b+c? Figura 8.30
16=4+¢?
=12 e c=+/12
Logo, os focos sdo FI(O,—\/E) e FZ(O,\/E) .
Q) e_g_\/ﬁ_zﬁ_ﬁ
a 4 4 2
3. x*+y*-9=0
‘ Solucao
a) A forma reduzida desta equagdo é Y
2 2
_+y_ =1 3
Neste caso, tem-se a’=b>=9 e, portanto, —3QJ3 X
a=b=23. 3
Trata-se de uma circunferéncia de raio 3. N

b) Gréfico: Figura 8.31. Figura 8.31

¢) a?=b*+c?

9=9+¢c?
c=0
Portanto, os dois focos coincidem com o centro da circunferéncia.
d) e=5=2-9
a 3

A circunferéncia pode ser considerada uma elipse de excentricidade nula. @
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4. Uma elipse de centro na origem tem um foco no ponto (3, 0) e a medida do eixo
maior é 8. Determinar sua equagao.

~ Solucao
Como o foco é ponto do eixo x, a equa¢ao desta elipse é da forma

2 2
X
_+y_ :1

a? b’
Precisamos determinar a e b. Como o eixo maior mede 8, ou seja,
2a=8 .. a=4

Tendo em vista que o centro da elipse é (0, 0) e um dos focos é (3, 0), conclui-
-se que ¢ = 3.
Mas

a’=b’+c?
ou

16 =b*+9 .. b*=7

Logo, a equagao procurada é

Outras formas da equacao da elipse

Seja uma elipse de centro v
C(h,k)#(0,0). Consideraremos y'
somente os casos de os eixos da
elipse serem paralelos aos eixos
coordenados.

1) O eixo maior é paralelo ao eixo
dos x

Utilizando uma conveniente

translacao de eixos, obtemos um

novo sistema x'O'y’ (Figura 8.32) em

relagdo ao qual a elipse tem centro

na origem e eixo maior sobre o eixo

O'x'. Logo, sua equagdo reduzida é

Figura 8.32



2 2

LA

el (3)

Para expressd-la em relacao ao sistema original xOy, utilizamos as formulas de transla¢ao
x'=x-h e y'=y-k
que, substituidas em (3), resultam

(x=hy (=K _,
a’ b

que é a forma padrdo para este caso.

2) O eixo maior é paralelo ao eixo dos y

De modo andlogo ao 1° caso, temos

(x-hP , (y=k? _
b? a

1

Outra forma da equacdo da elipse serd apresentada no préximo exemplo.

1. Uma elipse, cujo eixo maior é paralelo ao eixo dos y, tem centro C(4, —2), excen-

1
tricidade e:E e eixo menor de medida 6. Obter uma equacdo desta elipse.

‘ Solucao

Como o eixo maior da elipse é paralelo ao eixo dos y, sua equagdo é da forma

(x=hP (kP _|

b? a’
comh=4ek=-2.
Precisamos determinar a e b.
Mas

2b=6 .. b=3
Sendo

C

e=—=—,vem c=—

a

De
a?=b>+¢

g o|niided
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resulta

a
a? =324+ (2)
o

ou

2 az 2
a =9+Z>emque a‘=12

Logo, a equagdo da elipse é

Y 2
(x—4) +(y+2) i
9 12

Se eliminarmos os denominadores, desenvolvermos os quadrados e ordenar-

mos os termos, obteremos outra forma da equagdo da elipse:

4(x* —8x+16)+3(y* +4y+4)=36

ou

4x* -32x+64+3y* +12y+12-36=0

ou

4x? +3y? —32x+12y +40=0

que é uma equagdo geral desta elipse.

Assim, qualquer elipse cujos eixos estao sobre os eixos coordenados ou sao
paralelos a eles, sempre pode ser representada por uma equagao geral que terd
a forma

ax’ + by’ +cx+dy+£f=0

com a e b de mesmo sinal. Em particular, quando a = b, esta equa¢do poderd

representar uma circunferéncia.

. Dada a elipse de equac¢do 4x* +9y> —8x—36y+4=0, determinar:
a) sua equacdo reduzida;

b) o centro;

¢) o gréfico;

d) os vértices;

e) os focos;

f)  a excentricidade.



‘ Solucao
a) Iniciemos escrevendo a equag¢do na forma

(4x* —8x)+(9y* —36y)=—4

ou
4(x* —2x)+9(y* —4y)=—4
na qual agrupamos os termos de mesma varidvel e evidenciamos os fatores

4 e 9 para facilitar a constru¢ao dos trin6mios quadrados nestes dois parén-
teses. Entao, temos

4(x* =2x+1)+9(y> —4y+4)=—4+4(1)+9(4)

ou

4(x—1P +9(y—2) =36

e dividindo ambos os membros por 36, resulta

(-1 (y=2) _

5 S (4)

que ¢ a forma padrao da elipse de eixo maior paralelo ao eixo dos x. Utili-
zando em (4) as férmulas de translagao

x'=x-ley'=y-2

obtemos

que é a equacdo reduzida desta elipse.
b) Como a equagdo (4) é da forma padrao

Geohp  G-kF (5) y
22 v

em que h e k sdo coordenadas do
centro, vem imediatamente: C(1, 2).
c) O grafico: Figura 8.33.
d) Confrontando (4) e (5), concluimos:

Figura 8.33
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e pelo grafico tem-se:
A (-2,2) e A,(4,2)
B,(1,0) e B,(1,4)

e) Para determinar os focos precisamos do valor de c.

De a?=b*+c? ou 9=4+c?% vem c=+5 e, portanto, os focos sdo:

E(1-+/5,2) e E(1++/5,2)

f) Excentricidade: ezgzg
a

Equacdes paramétricas

Consideremos a elipse de equacgédo —2+Z =1. y
a
Tracemos a circunferéncia de centro O e raio igual b A
ao semieixo maior a da elipse (Figura 8.34).
. . P
Seja P(x,y) um ponto qualquer da elipse. A reta, A
que passa por P e é paralela ao eixo dos y, intercepta ) A Ja o "
a circunferéncia em A, e o raio AO determina com
o eixo dos x um angulo 6.
Do tridngulo A'OA vem
Figura 8.34

AO’=0A"-cos6
ou
xX=acos0

Como x é abscissa de um ponto da elipse, a ordenada y do mesmo ponto é cal-
culada substituindo o valor de x na equacao da elipse:
(acos0) vy*

+1 =1
a? b?

em que
y2

+—=1-cos’O=sen’0
b2



y=bsen®0

Observemos que, para cada valor de 6 corresponde apenas um ponto P da elipse
e, quando 0 varia de 0 a 27, o ponto P parte de (a, 0) e “descreve” a elipse no sentido

anti-hordrio. Entao, 0 é o parAmetro e o sistema

x=acos0
0<0<2m (6)
y =bsen®
constitui equagdes paramétricas dessa elipse.
Observacoes
= X y x* 2 y? 2
a) Das equagdes (6) vem —=cos0 e g:sene e, portanto, — =cos 0e b—zzsen 0.
a a
Somando membro a membro, resulta
2 2
x y—:1 (1=cos’0+sen?0)
a? b

que ¢ a equacao da elipse dada inicialmente.

. x* y . . ot ox
b) No caso da elipse ser = + Y_Z =1 (eixo maior sobre Oy), suas equa¢des paramétricas sao
a
x =bcos0
y=asen0

¢) Quando o centro da elipse for C(h, k), pela transla¢ao de eixos obtemos

x—h=acos0 x=h+acos6 . )
ou (eixo maior paralelo a Ox)
y—k=bsen6 y=k+bsen6
e
x=h+bcos® )
y=k-+asen (eixo maior paralelo a Oy)

d) O sistema de equagdes

x=asen0
0<0<2m

y =bcos0

descreve de outra forma a mesma elipse dada pelo sistema (6), porém, neste caso,
o ponto P parte de (0,b) e “descreve” a elipse no sentido horério.
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Obter equacdes paramétricas da elipse de equagao:

1. 16x* +25y* =400
2. 9x*+4y*—54x+16y+61=0

‘ Solucao

1) A forma reduzida de equagdo 16x* +25y* =400 é

X2

25 16

e, portanto,a=>5eb = 4. Logo,

X =5c0s0
y =4sen0

sdo equagdes paramétricas desta elipse.

2) A forma padrao de 9x*> +4y* —54x+16y+61=0 é

(x=3)* , (y+2

=1 (a cargo do leitor
1 5 (a carg )

e, portanto, o centro da elipse é (3,-2),sendoa=3eb = 2.
Logo,

X=3+2cos0
{ (7)

y=-2+3sen0

sao equagdes paramétricas desta elipse.
Por outro lado, das equagdes (7) vem

x—3

——=cosO e =sen0
2

Elevando ao quadrado ambos os membros das duas equagoes, temos

_3) 2
ﬂ=c0526 M:senze
Somando membro a membro, resulta
—3)? +2)?
u+(y—)=1 (1=cos? 0 +sen’0)

4 9

que ¢ a equac¢ao da elipse na forma padrao dada anteriormente.



Problemas propostos

Em cada um dos Problemas de 1 a 10, eshogar o gréfico e determinar os vértices A, e A,, os focos e a
excentricidade das elipses dadas.

11.

2 2

R A 6. 4x>+9y>=25
25 4

25x% +4y* =100 7. 4x*+y’ =1
9x? +16y* —144=0 8. 4x*+25y* =1
9% +5y? —45=0 9. x2+2y?—5=0
x> +25y* =25 10. 9x*+25y° =25

Esbogar o grafico de uma elipse de excentricidade
1 1 3
a) — b) - c) -
) 5 ) 3 ) 5

Em cada um dos Problemas de 12 a 19, determinar uma equacao da elipse que satisfaca as condigdes
dadas. Eshocar o grafico.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

focos F (-4, 0) e F,(4, 0), eixo maior igual a 10;
focos F,(0, =5) e F,(0, 5), eixo menor igual a 10;

focos F(£3, 0) e vértices A(+4, 0);

3

focos F(0, +3) e excentricidade Y~
2

1
vértices A(£10, 0) e excentricidade E;

centro C(0, 0), eixo menor igual a 6, focos no eixo dos x e passando pelo ponto

(2+/5,2);

vértices A(0, £6) e passando por P(3, 2);

. 2
centro C(0, 0), focos no eixo dos x, e:; e passando por P(2,—§).

Em cada um dos Problemas de 20 a 27, obter uma equacao da elipse que satisfaca as condigcdes dadas.

20.

21.

22.

23.

2
centro C(1, 4), um foco F(5, 4) e excentricidade 35

eixo maior igual a 10 e focos F (2, 1) e F,(2, 5);
.. 2
focos F,(—1, -3) e F,(—1, 5) e excentricidade 5;

1
focos F (-3, 2) e F,(3, 2) e excentricidade 5;
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24,

25.

26.

27.

vértices A,(—7,2) e A,(—1,2) e eixo menor igual a 2;

Ne

centro C(0,1), um vértice A(0,3) e excentricidade XY= ;
2

centro C(-3, 0), um foco F(-1, 0) e tangente ao eixo dos y;

centro C(2,—1), tangente aos eixos coordenados e eixos de simetria paralelos aos
eixos coordenados.

Em cada um dos Problemas de 28 a 33, determinar a equacao reduzida, o centro, os vértices A, e A,, 0s
focos e a excentricidade das elipses dadas. Eshogar o grafico.

28.

29.

30.

9x? +16y* —36x+96y +36=0 31. 16x* +y? +64x—4y+52=0
25% +16y* +50x +64y —311=0 32. 16x*+9y> —96x+72y+144=0
4x* +9y* —24x+18y+9=0 33. 4x*+9y* —8x—-36y+4=0

Nos Problemas de 34 a 39, obter equacdes paramétricas da elipse de equacdo dada.

34.

35.

36.

40.

X2 +4y> =4 37. 9(x—17 +25(y +1) =225
x4y =36 38. 49(x+7)+y* =7
9x? +16y* =1 39. 4x’+9y* —54y+45=0
Nos Problemas de 40 a 43, obter uma equacao geral da elipse dada por equacdes paramétricas.
{x=5c059 2. {x:2+4c056
y =>5sen0 y=3+2sen6

4.

44,

45.

46.

47.

48.

49.

X =cosH =
{ 13 {x V2 cos0

y=3sen® y=—1+sen0

Determinar os focos da elipse de equagdes x=4+3cost e y=—2+5sent.

Determinar uma equagao da curva gerada por um ponto que se move, de modo
que a soma de suas distdncias aos pontos (4, —1) e (4, 7) seja sempre 12.

Determinar uma equagao da curva gerada por um ponto que se move, de modo
que sua distdncia ao ponto A(3, —2) seja igual a metade de sua distancia a reta
y—2=0.

Determinar uma equagdo da elipse de centro (0, 0), eixo maior sobre o eixo dos
y, sabendo que passa pelos pontos P(1,4/14) e Q(2,-242).

Encontrar uma equacgdo da elipse de centro (0, 0), eixo maior sobre Ox, excen-
tricidade L que passa pelo ponto (2, 3).

2
Determinar uma equagdo das circunferéncias inscrita e circunscrita a elipse de
equacgdo dada.

a) l6x’+y*-16=0 b) 4x*+9y* -32x+36y+64=0



50.

1
Um satélite de 6rbita eliptica e excentricidade 7 viaja ao redor de um planeta
situado em um dos focos da elipse. Sabendo que a distincia mais préxima do
satélite ao planeta é de 300 km, calcular a maior distancia.

~ Respostas de problemas propostos

21 5 5
1. A(£5,0), F(iﬁm,e:g 6. A(+ 0), F(+i 0), e—\é_
J21
2. A(0,%5), F(o,iﬂ),e=T 7. A(0,%1), F(0,+ ﬁ ‘/j
N7
3. A($4,0), F(iﬁ,O),eZ— 8. A(i‘l,O), F(i@,O),e=@
4 2 10 5
2
4. A(O,i3), F(O,iZ), e:g 9. A(i\/g,()), F(i\/g’o))ezﬁ
2 2
2+/6 4 4
5. A(%5,0), F(£2+/6,0), ezi 10. A(£2.,0), B(£20), e=2
5 3 3 5
11. a) Existem infinitas, todas elas com a = 2ce b=c/3
12. 9x* +25y° =225 20. 5x*+9y°-10x—-72y-31=0
13. 2x2+y*—50=0 21. 25x* +16y? —100x —64y —236 =0
14. 7x2+16y*—112=0 22. 9x2+5y +18x—10y —166=0
15. 4x*+y>*—12=0 23. 3x’+4y*-16y—-92=0
XZ yz ) )
6. —+2—= 24, X*+9y* +8x—36y+43=0
100 75
17. x> +4y*-36=0 25. 4x*+y’—-2y-3=0
8 2 2
18, =+ o) 26. 5% +9y +30x=0
81 36
19. 5x°+9y° —-45=0 27. x> +4y*—4x+8y+4=0
’” ’” 7
28. +¥ =1, C(2,-3), A(-2-3), A,(6,-3), F(Zi\ﬁ)—ﬂﬂf:£
16 9 4
” Y/z 3
29. + =1, C(-1,-2), A,(-1,-7), A,(-1,3), E(-1,-5), E(-1,1), e=—
i ( ) Ay( )> Ay(=1,3), K( ), B(=L1) 5

) )

5
30. X9 +y4 =1, CB3,-1), A,(6,-1), A,(0,—1), F3%/5,-1), e=§

” \/E
4

31. x'2+’1'—6=1, C(=2,2), A,(=2,-2), A,(~2,6), F(=2,2£15), e=1>
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32. X_+Y_=L

C(3,—4), A,(3,-8), A,(3,0), F3,—4++/7), ==

J7

9 16
’” ’”
= YT=1, C(1,2), A,(=2,2), A,(4,2), F1£+/5,2), ezg
a1, {X 2cos0 40. x*+y?-25=0
=send M. 9% +y2—9=0
35. X 6cosd 42. X +4y> —4x—24y+24=0
=6sen0
43. x*+2y*+4y=0
—lcose
T2 44. (4,2) e (4,6
e 3 (4,2) e (4,-6)
=isen9 45. 9x* 45y’ —72x—30y+9=0
46. 4x*+3y* —24x+20y+48=0
- =1+5co0s0 v v
y=—14+3sen6 47. 2x*+y* =16
48. 3x*+4y’ =48
o X:—7+—c039
49. a) xX’+y’=1 e x*+y’=16
y= \/_sene
b) x*+y*—8x+4y+16=0 e
39. =l x*+y> —8x+4y+11=0
y=3+2sen0
50. 600 km

@ HIPERBOLE

Definicao

Hipérbole é o conjunto de todos os pontos de um plano cuja diferenca das distin-

cias, em valor absoluto, a dois pontos fixos desse plano é constante.

Consideremos no plano dois pontos distintos P

F, eF, tal que a distdncia d(F,E)=2c¢ e um nimero

real positivo a de modo que 2a < 2c.

Chamando de 2a a constante da defini¢ao,
um ponto P pertence a hipérbole (Figura 8.35)

se, e somente se,

I F)
2a "\
———
2¢ .
Figura 8.35
|d(P,E)—d(P,E)|=2a (1)



Como se vé, a hipérbole é uma curva
com dois ramos. Na verdade, pela equa-
¢ao (1), um ponto P estd na hipérbole

se, e somente se,

d(P,F)—d(P,E,)==%2a

Para possibilitar um tracado bem

melhor da hipérbole e tecermos consi-
deragdes a respeito de seus elementos,

Figura 8.36

faremos a constru¢do da Figura 8.36 a
seguir explanada.

Consideremos no plano dois pontos quaisquer F, e F, com d(E,F, ) =2c. Chamando
de C o ponto médio do segmento F F,, tracemos uma circunferéncia de centro C e raio c.

Tomemos um valor arbitrdrio a, a < ¢, e marquemos sobre F,F,, a partir de C,
os pontos A, e A, tais que d(C,A,)=d(C,A,)=a. Por esses pontos, tracemos cordas
perpendiculares ao didmetro F F,. As quatro extremidades dessas cordas sdo os
vértices de um retdngulo MNPQ inscrito nesta circunferéncia. Tracemos as retas
r e s que contém as diagonais do referido retdngulo e, por fim, a hipérbole con-
forme a figura.

Com base nesta figura temos os elementos da hipérbole.

Elementos
Focos: sao os pontos F, e F,.
Distéancia focal: é a distancia 2c entre os focos.
Centro: é o ponto médio C do segmento F F,.
Vértices: sao os pontos A, e A,.

Eixo real ou transverso: ~ é o segmento A;A, de comprimento 2a.

Observemos que os pontos A, e A, sdo pontos da hipérbole, porque satisfazem a
defini¢do (1). Na verdade, para A, tem-se

d(A,,F)=c—a e d(A,,E)=a+c

|d(A,,E)—d(A,,F,)|=|-2a|=2a

g o|niided
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Eixo imaginario ou nao transverso: ¢ o segmento B,B, de comprimento 2b, com
BB, L A/A, em C.
Observemos que o retdngulo MNPQ tem dimensdes 2a e 2b, sendo a a medida

do semieixo real e b a medida do semieixo imagindrio. Ainda, do tridngulo CA,M
obtemos a relagao

c=a’+b?

de larga aplicagdo nos problemas de hipérbole.
Assintotas: sao as retas re s.

As assintotas sdo retas das quais a hipérbole se aproxima cada vez mais a medida
que os pontos se afastam dos vértices. Essa aproximagado ¢ “continua” e “lenta” de forma
que a tendéncia da hipérbole é tangenciar suas assintotas no infinito. Naturalmente,
essa particularidade das assintotas constitui um excelente guia para tragar o esbogo
do grifico.

Com o que ja vimos na construg¢do da hipérbole, esta fica determinada quando
se conhece o centro C e os valoresaeb (ouaecoub e c). De fato, a partir desses
elementos, constréi-se o retingulo MNPQ e, consequentemente, as assintotas re s, e

dai, os dois ramos da hipérbole.
O angulo 0 assinalado na figura é chamado abertura da hipérbole.

Denomina-se excentricidade da hipérbole o nimero

c
e=—
a

€ por ser ¢ > a, tem-se e > 1.

A excentricidade da hipérbole estd intimamente relacionada com a sua abertura.

«_»

De fato: se na Figura 8.36 tivéssemos tomado um valor para “a” menor do que o
anterior, o novo retangulo MNPQ seria mais “estreito” e, em consequéncia, a abertura
0 seria maior.

« _»

o . . c
Ora, diminuir o valor de “a” (mantendo c fixo) signifca aumentar o valor de e=—.
a
Assim, quanto maior a excentricidade, maior serd a abertura, ou seja, mais “aber-
tos” estardo os ramos da hipérbole.
Quando a = b, o retingulo MNPQ se transforma em um quadrado e as assinto-
tas serao perpendiculares (0 = 90°). A hipérbole, neste caso, é denominada hipérbole
equildtera.



Equacdes reduzidas
Seja a hipérbole de centro C(0, 0). Consideraremos dois casos:
1) O eixo real estd sobre o eixo dos x.
Seja P(x, y) um ponto qualquer de uma y
hipérbole (Figura 8.37) de focos E(—¢,0) e
E(c,0) .

Pela defini¢do em (1), tem-se

P(xy)

|d(P)Fl)_d(P>F2 )l =2a

ou, em coordenadas,

‘\/(x+c)2 +(y—0F —/(x—c} +(y—0) | =2a Figura 8.37

Com procedimento de simplificacdo andlogo ao que foi usado na dedugdo da
equacdo da elipse, e lembrando que ¢ =a’ +b?, chegamos a equagdo

52 Y2 y

a? b

que é a equagdo reduzida para este caso.

2) O eixo real estd sobre o eixo dos y

Observando a Figura 8.38, com procedimento

andlogo ao 1° caso, obtemos a equagao reduzida

2

y
Rt F1(0,-0)

Figura 8.38

Exemplo

A partir de um caso particular, serdo feitas algumas observac¢des. Seja a hipérbole
da Figura 8.39.

Sua equagdo reduzida é

=L @)

em quea’ =3 =9 eb>=2>=4,

g o|niided
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$ | r
— _2_
AII T
—— - X
I O
- -t
Figura 8.39
Observacoes
a) Eimediato que os vértices sdo A,(=3,0) e A,(3,0). Eles também seriam obtidos fa-

b)

c)

2
zendo y = 0 na equagao (2), de onde resulta %:1 ou x =13, que sdo as abscissas

dos vértices.
2

Por outro lado, se na equagdo (2) fizermos x = 0, obteremos —y?zl ou y>=—4,

que é uma equagdo impossivel no conjunto dos reais. Isto significa que a hipérbole
nio corta o eixo dos y.

Como a equagao apresenta somente poténcias pares de x e y, a hipérbole é simétrica
em rela¢do ao eixos coordenados e em rela¢dao a origem.

Por exemplo, o ponto P1(6,\/§) pertence a esta hipérbole por ser verdadeira a
afirmacao

& Gy

9 4

e, da mesma forma, também pertencem os pontos P,(6,—/12) (simétrico de P, em
relagao a Ox), P, (—6,\/5) (simétrico de P, em relagao a Oy) e P, (—6,—\/5) (simétrico
de P, em relagdo a origem).

As assintotas r e s sdo retas que passam pelo centro da hipérbole, no caso, a origem
do sistema. Logo, suas equag¢des sao do tipo y = mx, sendo m a declividade.

.. b 2 .. b
A assintota r tem declividade m;, =—= 3 e a assintota stem declividade m, =——= -3
a a

Portanto, as assintotas tém equacoes

=—X =——X
Y 3 € Y 3

2 2
Quando a equacao da hipérbole é da forma y—z—%:l, as declividades das assin-
a

_ a
totas serao m= ig.



Nos Problemas 1 e 2, determinar, para cada uma das hipérboles:

a) a medida dos semieixos;
b) um esboco do gréfico;
¢) os vértices;
d) os focos;
e) a excentricidade;
f)  as equagdes das assintotas.
1. x*—4y*+16=0
~ Solucao

a) Passando esta equacdo para forma reduzida, obtém-se

2 2

x*—4y’=-16 ou y x_
4 16 y
que representa uma hipérbole
com eixo real sobre Oy. F,
Entao, — 2[4 —
: i
a’=4 . a=2 —4, 14 X
1 0 :
b*=16 .. b=4 Y T
. . Fy
b) O grafico com assintotas: Fi-
gura 8.40. Figura 8.40
c) Vértices: A(0,-2) e A,(0,2) ou
A(0, £2).
d) Para determinar os focos, precisamos do valor de c:
2 =a’+b?
2 =4+16

c=\/ﬁ=2\/§

Focos: E(0,-2/5) e E(0,24/5).

e) Excentricidade: e= o % =+5.
a

f) Assintotas: yzilx (pois, 3:%:1).

2 b 4 2
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2. x*—-y*=4

‘ Solugao

a) Passando para a forma reduzida, obtém-se

que representa uma hipérbole com eixo real sobre Ox.
Entdo, a>=b’=4 .. a=b=2 (hipérbole equildtera)

b) O grafico com assintotas: Figura 8.41.

EZN\
ol
Figura 8.41

c) Vértices: A,(—2,0) e A,(2,0).

d) ¢2=a?+b?
ct=4+4

c=\8=2\2

Focos: E(—Z\/E,O) e FZ(Z\/E,O).

e) Excentricidade: e= c_ # =\2.
a

f) Assintotas: y=xx (pois Ez%zl ).
a

Observemos que, em toda hipérbole equildtera, a excentricidade é sempre

igual a V2 eas equagdes das assintotas sdo sempre iguais a y = = x.

3. Uma hipérbole tem focos em EF(—5,0) e E(5,0) e a medida do eixo real é 6. Deter-

minar sua equa¢do reduzida.



‘ Solucao

Tendo em vista que os focos sdo pontos do eixo dos x, a equagao desta hipér-
bole ¢ da forma

na qual precisamos determinar a e b.

De F(£5, 0), vem ¢ = 5 (distancia de cada foco ao centro).
O eixo real mede 6, ou seja, 2a = 6. Logo, a = 3.

De ¢? =a’ +b? ou 25=9+Db?, vem b* =16.

Portanto, a equa¢do procurada é

2 2

x ¥

9 16

Outras formas da equacao da hipérbole
Seja uma hipérbole de centro C(h, k) # (0, 0). Consideraremos somente 0s casos
de os eixos da hipérbole serem paralelos aos eixos coordenados.
1°) O eixo real é paralelo ao eixo dos x
Com procedimento andlogo ao que foi visto para a elipse, resulta a equagdo

(x=hp (=K} _, .
a’ b?

que é a forma padrdo para este caso (Fi-
gura 8.42).

2°) O eixo real é paralelo ao eixo dos y

De igual modo ao 1° caso, temos

(=kP _(x=hy

a’ b? Figura 8.42

1. Determinar uma equagao da hipérbole de vértices A,(1,—2) e A,(5,-2), sabendo
que F(6,-2) é um de seus focos.

g o|niided
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‘ Solucao

Em fun¢do dos dados do problema, esbogamos o grd- ¥
fico desta hipérbole (Figura 8.43).

Sendo o eixo real A A, paralelo a Ox, a equagado da
hipérbole é da forma

ol\1 3 sfe
———+—— X

(x=hp (kY H o1

-~ 7 _ =1 -2 4= -t

R T

O centro é o ponto médio de A A, :C(3,-2).
E imediato que: a=d(C,A,)=2 e c=d(C,F)=3.
Da relagdo ¢* =a’ +b” ou 9=4+Db? vem b* =5. Figura 8.43

Logo, uma equagdo da hipérbole é

(x=3P (y+2F _
4 5

1

Eliminando os denominadores, desenvolvendo os quadrados e ordenando os
termos, encontramos

5(x* —6x+9)—4(y* +4y+4)=20
5x* —30x+45—4y* —16y—16—-20=0
5%% —4y” —30x —16y +9=0

que é uma equagdo geral desta hipérbole.
Assim, qualquer hipérbole cujos eixos estejam sobre os eixos coordenados ou
sao paralelos a eles, sempre pode ser representada por uma equagdo geral que

terd a forma

ax’ +by* +cx+dy+f=0

com a e b de sinais contrarios.

2. Dada a hipérbole de equa¢do 9x* —4y’ —54x+8y+113=0, determinar
a) sua equacdo reduzida;
b) o centro;
¢) um esbog¢o do gréfico;
d) os vértices;
e) os focos;

f)  a excentricidade.



‘ Solucao
a) Iniciemos escrevendo a equag¢do na forma
(9x* —54x)—(4y* —8y)=-113 ou 9(x* —6x)—4(y* —2y)=-113
em que agrupamos os termos de mesma varidvel e evidenciamos os fatores

9 e 4 para facilitar a construgdo dos trindémios quadrados nestes dois parén-
teses. Entao, temos

(x> —6x+9)—4(y* -2y +1)=-113+9(9)—4(1) ou 9(x—3) —4(y—-1)=-36
Dividindo ambos os membros por —36, tem-se

(y-1r _(X—3)2 -1 (3)
9 4

que é a forma padrao da hipérbole de eixo real paralelo ao eixo dos y. Utili-
zando em (3) as férmulas de translagao
x'=x-3 ey =y-1

teremos

que é a equacao reduzida desta hipérbole.
b) Como a equagio (3) é da forma padrao

(y-k? (x=hy _1 (4)
a2 b?

em que h e k sdo as coordenadas do centro, vem imediatamente: C(3, 1).
¢) Um esbogo do grafico: Figura 8.44.
d) Confrontando (3) e (4), concluimos:

Y
a?=9 .. a=3 \
b*=4 .. b=2 /
17
, NS
e pelo grafico tem-se: 1 A,
A1(3,—2) e A2(3:4)
. . L - -4 C
e) Para determinar os focos precisamos do va- ! - <
lor de c. °l 3 A
Da relagao A
¢ / F,
g =a’+b’ ou t=9+4 /
vem c=+/13 e, portanto, os focos sio Figura 8.44

F(3,1-13) ¢ E(3,1+4/13)
c 13

f) Excentricidade: e=—=——.
a
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Equacoes paramétricas

. . Xy
Consideremos a hipérbole de equacao —2—§—2= 1. Escrevendo esta equagdo como
a

X
significa dizer que — e T~ sdo ntimeros reais cuja diferenca de seus quadrados é sempre igual a 1.
a

b
Se na identidade

sen’0+cos?0=1

dividirmos ambos os membros por cos? 00, obtemos

sen’0 1
cos’ 0 cos’ 0
ou
(senﬁ]z ( 1 jz
+1=| ——
cos0 cos0
C sen®
omo =tanO € —secH> vem
cos© cos

sec’O—tan’0=1

Portanto, confrontando esta equa¢dao com a equagdo da hipérbole em (5), pode-
mos fazer

y

= =tan 0
secO e b an

o | M

. . A . n 3N .
e dai concluir que para o parametro 0,0 <0 <2, excluidos E e 7, o sistema

constitui equagdes paramétricas dessa hipérbole.

Quando 0 percorre o intervalo (—E,E) , serd descrito o ramo direito da hipérbole
22

(x > a) e, quando percorre o intervalo m 3 o ramo esquerdo (x < —a).
q p > ) q



Observacoes

2 2
a) No caso da hipérbole ser ZT_%ZI (eixo real sobre Oy), suas equagdes paramé-

tricas sao

x=Dbtan0
y=asecO

b) Quando o centro da hipérbole for C(h, k), aplicando a translagdo de eixos, as

equagOes paramétricas sao

x=h+asecO x=h+btan6
y=k+btan6 ou y=k+asecH

conforme o eixo real seja paralelo a Ox ou Oy, respectivamente.

Obter equacdes paramétricas da hipérbole de equagao:
1. 4x*-9y*-36=0
2. x*=3y*+8x+12y-13=0

‘ Solugao

1) A forma reduzida da equagdo 4x*> -9y’ —-36=0 é

2 2
¥y,
9 4
e, portanto, a =3 e b = 2. Logo,
X =3secH
y=2tan©

sdo equagdes paramétricas desta hipérbole.
A Figura 8.45 apenas indica pontos da tabela para alguns angulos no intervalo

(75

g o|niided

sedxiuQ)



edl}ljeue e1139woagd 2 salolap

D
v
o
=
-
o
~

0 (3,0)
N

- (3v2,-2) -
© | )

| oas)

Figura 8.45

2) A forma padrdo de x*—3y*+8x+12y—13=0 é

3 _9)2
G+4r (-2 =1 (a cargo do leitor)

9
e, portanto, o centro da hipérbole é (-4, 2),sendoa=3 e b:\/g.
Logo,
X =—4+3secH
y:2+\/§tan9

sdo equagdes paramétricas dessa hipérbole.

Problemas propostos

Em cada um dos problemas de 1 a 12, esbhocar o grafico e determinar os vértices, os focos, a excentrici-
dade e as equacgdes das assintotas das hipérboles dadas.

1. Y 7. X —4y> +16=0
4 9
2 2 8. x’—y’ =1
2. X
49 9. y?-x*=2
3. 16x? 25y —400=0
10. y*—4x’ =1
4. 9x* —16y> =144
2 _gy2 —
5. 4x? —5y%+20=0 1. x -9y =1
6. x*—-2y*—8=0 12. 2y*—4x* =1



13. Esbogar o grafico de uma hipérbole (com suas assintotas) de centro (0, 0), eixo
real sobre Ox e excentricidade

a)é h)é c) 2
3 2

Em cada um dos problemas de 14 a 37, determinar uma equacao da hipérbole que satisfaca as condigdes
dadas. Eshocar o grafico.

14. focos F(£5,0), vértices A(£3,0);
15. focos F(0, £3), vértices A(0, £2);

16. focos F(0, £4), eixo real de medida 2;

4
17. focos F(£8, 0), excentricidade 5;

18. vértices A(0, £5), excentricidade 2;

19. vértices A(0, £2), distancia focal 2\/ﬁ;
20. focos F(£4, 0) e que seja hipérbole equildtera;

21. focos F(£5, 0), eixo imagindrio medindo 4;

5
22. centro C(0, 0), eixo real sobre Oy, b = 8, excentricidade g;

23. vértices A(+4, 0) e passando por P(8,2);

24. vértices A(£3, 0) e equagdes das assintotas y = £2x;

X:

>

=

25. vértices A(0, +2) e equagdes das assintotas y ==
26. focos F(£3, 0) e equagdes das assintotas y = £x;
27. centro C(3,2), um vértice A(1,2) e um foco F(-1, 2);

28. vértices em (3,-2) e (5,—2) e um foco em (7, —2);

29. vértices em (2, —4) e (2,0) e um foco em (2,—2+\/E);

30. vértices em (5,—1) e (5, 5) e excentricidade 2;

31. focos E(3,-2) e E(3,4) e excentricidade 2;

32. focos E(—6,1) e E(0,1) e eixo real medindo 4;

33. centro C(5, 1), um foco F(9, 1) e eixo imagindrio medindo 42,
34. vértices A;(-3,—4) e A,(-3,4) e que seja hipérbole equilatera;

35. focos F(=1,-5) e E(5,—5) e que seja hipérbole equildtera;

36. centro C(2, —3), eixo real paralelo a Oy e passando por (3,—1) e (=1, 0);
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37.

centro C(—2,1), eixo real paralelo a Ox e passando por (0, 2) e (=5, 6).

Em cada um dos problemas 38 a 43, determinar a equacao reduzida, o centro, os vértices, os focos, a
excentricidade e equacdes das assintotas das hipérboles dadas. Eshogar o grafico.

38.

39.

40.

9x* —4y’ —18x—-16y—-43=0 41, 4x’—y*-32x+4y+24=0
x? —4y* +6x+24y—-31=0 42. 16x°-9y* —64x—18y+199=0
9x* —4y? —54x+8y+113=0 43. 25x* —4y*+40y=0

Nos problemas de 44 a 49, obter equagdes paramétricas da hipérbole de equacao dada.

44, x*—4y*=4 47. 9x? —16y*+1=0
45. 3y’ —-x*-9=0 48. 9x? —25y* —18x—50y—-241=0
46. x*—-y*=1 49. 3x’ -y’ +18x+18=0
Nos problemas 50 a 53, obter uma equacao geral da hipérbole dada por equacdes paramétricas. Eshogar
o grafico.
x=4secH 52 x=2+3tan®
y=2tan® " |y=1+4sech
51 {xztane x=2secH
. 53.
y=3secO y=4+\/§tan9
54. Determinar os focos da hipérbole de equagdes x =4++/5tan0 e y=—5+2secH.
2 2
55. Encontrar uma equag¢ao de hipérbole com focos nos vértices da elipse )2(—+Y—=1
e vértices nos focos dessa elipse. > 9
YZ XZ
56. Encontrar uma equag¢do da elipse com focos nos vértices da hipérbole ——?zl
e vértices nos focos dessa hipérbole.
57. Encontrar uma equac¢ao da hipérbole de excentricidade 2 e focos coincidentes
2 2
com os focos da elipse X
25 9
58. Determinar uma equag¢do da curva descrita por um ponto que se move, de modo

que sua distdncia ao ponto A(-1, 3) seja
a) igual a sua distancia a reta x = 3;
b) a metade de sua distancia a reta x = 3;

¢) o dobro de sua distancia a reta x = 3.



‘ Respostas de problemas propostos

1.

10.

11.

12.

14.

15.

16.

17.

A(£2,0),

. A0,£2),

. A(£5,0),

A(£4,0),

A(0,£2),

A(£2+/2,0),

A(0,£2),
A(1,0),

A(0,+42,),

A0, 21),

A(£1,0),

2

A0, ),
( 2)

16x* —9y? —144=0
4x* -5y* +20=0
15y —x* —-15=0

7x* —9y* —252=0

F(++/13,0),
F(0,+13),

F(++/41,0),

F(£5,0),
F(0,£3),

F(£2+/3,0),

F(0,424/5),
F(£+/2,0),

F(0,£2),

5

F(0,£-—),
5

/i

10
F(i_)o))
3

B3

F(0,+—),
( 2)

18.

19.

20.

21.

Vi3 3
e=—oy, y=%f-x
2 2
V13 2
e=——r, y=1f-x
2 3
J41 4
e=——oHf, y=1t—x
5 5
5 3
e=—, =+—x
4 v 4
3 N
5
J6 2
e=—oy, y=t—2x
2 2
e=\/§, y:ilx
2
e:\/z, y=%x
e=+/2, y=%x
ez%, y=22x
NiT) 1
e=——, y=1t-x
3 3
e:?, y:i\/zx
x? =3y*+75=0

4x? -7y*+28=0
x> —y* =8

4x* -21y* =84

g o|niided
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22.

23.

24,

25.

26.

27.

28.

29.

38.

39.

40.

a1,

42.

43.

16y* —9x* —576=0 30. x*—3y’—-10x+12y+40=0

x?—12y? -16=0 31. 12y? —4x? —24y+24x-51=0
4x? —y*—-36=0 32. 5x*—4y”+30x+8y+21=0
16y> —x* =64 33. x*—y’—10x+2y+16=0

2x* -2y* =9 34. X —y*+6x+25=0

3x* —y? —18x+4y+11=0 35. 2x* -2y’ —-8x—-20y—51=0
8x? -y’ —64x—4y+116=0 36. 5x*—8y’—-20x—-48y—25=0
4x* —9y* —16x—36y+16=0 37. 24x* —5y*+96x+10y =0

x? y”? V13

TR C(1,-2), A,(-1,-2), A,(3,-2), F1£~/13,-2), ===

3x—2y-7=0 e 3x+2y+1=0

” ” 5
_Yl =1, C(_3)3)) Al(_5a3)a Az(_1:3)) F(_Si\/gy?’)) ezg
x—2y+9=0 e x+2y-3=0
ylz %2 \/B

R CB,1), A,(3,-2), A,(3,4), F(3,1£+/13), e

3x-2y-7=0 e 3x+2y-11=0

X’Z Y’Z

v C(4,2), A,(1,2), A,(7,2), F(4£3+5,2), e=+/5
2x-y—6=0 e 2x+y-10=0

y? X2 5
E 9 =1) C(Z,—l), Al(za_s)w A2(2)3): Fl(z)_6)) F2(2)4) e=Z

4x—-3y—-11=0 e 4x+3y—-5=0

yrz X/z \/5

b C(0,5), A,(0,0), A,(0,10), F(0,5+~/29), ="

5x—2y+10=0 e 5x+2y-10=0




. {x=23ec9 {x:—3+\/§sec9

_ 49.
y=tan® y=3tan 0
a5 x=3tan® 50. x*—4y*-16=0
. y=\/§sec9
51. 9x*—y*+9=0
x =secO
46. y=tan® 52. 16x> -9y’ —64x+18y+199=0
1 53. 3x2—4y>+32y-76=0
X =—tan 6
AR 54. (4,-8) e (4,-2)
1
y =—sec
= 55. 9x>—16y> —144=0
Sl 56. 9x2+5y2—45=0
" |y=-1+3tan®
¥ ¥
4 12

58. a) y’—6y+8x+1=0 (pardbola)
b) 3x*+4y*+14x—24y+31=0 (elipse)

¢) 3x*—y>*—26x+6y+26=0 (hipérbole)

@ CURIOSIDADES

Para encerrar o estudo das cOnicas, vejamos,
a titulo de ilustracdo, a propriedade da reflexdo de
cada uma delas.

1) Parabola

eixo

Na praitica, esta curva tem uma série de apli-
cagoes. Ouve-se dizer que antenas de TV e os es-
pelhos dos fardis dos automoveis sao parabdlicos.

Mas isso tem alguma coisa a ver com a curva que

Figura 8.46

estudamos? Tem tudo.

Na verdade nido se trata de “uma” s6 pardbola e sim de um paraboloide (Figu-
ra 8.46), que é a superficie de revolucao obtida girando-se a pardbola em torno do seu
eixo. Todas as infinitas pardbolas que possamos imaginar formando o paraboloide

tém o mesmo foco F.

g o|niided
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Admitindo espelhada a parte interna deste para-
boloide (pode ser um farol de automével, ou holofote,
ou outros refletores em geral), se uma fonte de luz for
colocada em F, os raios que esta fonte irradia serdo re-

()

fletidos ao longo de retas paralelas ao eixo (Figura 8.47).

Esta propriedade, chamada reflexdo, estd baseada
no fato de que, sendo t uma reta tangente a uma pa-
rébola no ponto P (Figura 8.48) o 4ngulo a (angulo de
incidéncia) é igual ao angulo B (4ngulo de reflexdo).

Este mesmo principio ¢ utilizado na fabricacao de an-
tenas parabdlicas e espelhos de telescépios. Como os sinais
(ondas de rddio ou raios de luz) sdao muito fracos, hd a neces-
sidade de capté-los utilizando uma superficie ampla e con-
centrd-los em um tnico ponto (que é o foco F) a fim de serem
amplificados (Figura 8.49).

Entende-se agora por que as antenas e os espelhos teles-
copicos precisam ser parabdlicos.

O experimento da foto (Figura 8.50) encontra-se no
Museu de Ciéncias e Tecnologia da PUC-RS e traduz de uma
forma particular a propriedade da reflexdo da pardbola. A
mesa é dotada de um anteparo curvo de forma parabdli-
ca. O orificio na mesa estd exatamente na posic¢ao do foco
desta pardbola. Entdo, um objeto (na foto é um botdo) ao
ser langado paralelamente ao eixo da curva, apds chocar-
-se contra o anteparo, retorna e cai sempre no orificio. O
menino da foto deve estar achando esta “proeza” resultado
de sua habilidade.

Figura 8.50

iy
=

Figura 8.47

\

Figura 8.48

-
\%

Figura 8.49

Acervo do autor



2) Elipse

A propriedade da reflexao na elipse é andloga a da parébola.
Se té a tangente no ponto P de uma elipse de focos F, e F,, sao
iguais os dngulos a e B formados pela reta tangente e os raios
focais EP e EP, respectivamente (Figura 8.51).

Imaginando uma superficie obtida girando-se
a elipse em torno do eixo maior (a superficie ¢ um
elipsoide), e admitindo espelhada a parte interna, se
uma fonte de luz for colocada em um dos focos, digamos
F,, todos os raios que esta fonte irradia serdo refletidos
no outro foco F, (Figura 8.52).

Se ao invés de uma fonte luminosa tivéssemos
uma fonte sonora, o som emitido de F, se refletiria
nas paredes do elipsoide, convergindo em F,.

Figura 8.52

3) Hipérbole

A propriedade da reflexdo na hipérbole é andloga a da elipse: a reta tangente t em
um ponto P da hipérbole ¢ bissetriz do angulo formado pelos raios focais F,P e F,P,
ou seja, a = 3 (Figura 8.53(a)).

(a) (b)
Figura 8.53

Seja a superficie obtida girando-se uma hipérbole em torno da reta que contém
seu eixo real (a superficie é um hiperboloide de duas folhas), e admitindo-se espelhada
a parte externa da superficie, todo raio de luz incidente a superficie na dire¢ao de um
dos focos é refletido na dire¢ao do outro foco (Figura 8.53(b)).

g o|niided
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SUPERFICIES QUADRICAS

@, INTRODUCAO

A equacido geral do 2° grau nas trés varidveis X,y e z
ax’ + by’ + ¢z’ +2dxy +2exz + 2fyz+ mx +ny +pz+q=0 (1)

onde pelo menos um dos coeficientes a, b, ¢, d, e ou f é diferente de zero (a fim de assegurar o segundo
grau da equacao), representa uma superficie quddrica, ou simplesmente uma quddrica.

Observemos que, se a superficie quadrica dada pela equagao (1) for cortada pelos planos
coordenados ou por planos paralelos a eles, a curva de interse¢do serd uma conica. A interse¢ao
de uma superficie com um plano é chamada trago da superficie no plano.

Por exemplo, o trago da superficie quddrica (1) no plano z =0 é a conica
ax’ + by’ +2dxy + mx+ny+q=0 (2)

contida no plano z = 0, isto ¢, no plano xOy, e representa uma elipse, uma hipérbole ou uma pa-
rabola, pois suas equagdes gerais sao desse tipo. Em casos particulares, no entanto, a equagdo (2)
pode também representar uma reta (3x*=0<x=0), ou duas retas (xy=0<x=0o0uy=0),
ou um ponto (3x* +4y* =0 & x=y=0) ou o conjunto vazio (x* +y* +3=0). Estes casos constituem

as cOnicas degeneradas.

A redug¢ao da equagao geral (1) das quadricas as suas formas mais simples exige calculos
laboriosos, o que nao ¢ objeto deste texto. Daremos énfase ao estudo das quddricas represen-
tadas por equagdes denominadas candnicas e intimamente relacionadas as formas reduzidas
das conicas.

@, SUPERFICIES DE REVOLUCAO

Superficie de revolugdo é a superficie gerada por uma curva plana (chamada geratriz)
que gira 360° em torno de uma reta (chamada eixo) situada no plano da curva. Neste caso, o
trago da superficie em um plano perpendicular ao eixo é uma circunferéncia e a equagdo da
superficie de revolu¢ao é obtida pela equagao da geratriz.

2
Z°=2Y em torno do eixo dos y (Figura9.1).

Seja a superficie gerada pela revolu¢ao da pardbola {
x=0
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P(x,y,2)

Figura 9.1

Seja P(x,y,z) um ponto qualquer da superficie e C(0,y,0) o centro da circunferéncia
que é o trago da superficie no plano que passa por P e é perpendicular ao eixo dos y (eixo
de revolugdo). A interse¢do dessa circunferéncia com a pardbola é o ponto Q(0,y,z)).

Seja R o pé da perpendicular tragada de P ao plano xy. Ainda, CP = CQ =, por

serem raios da mesma circunferéncia.

Como o triangulo CRP ¢ retangulo em R, vem CP=4/(CR)? +(RP)? =+/x? +2?. Mas

CQ=z :JE, pois Q é ponto da pardbola. Portanto,

Vx?+7° :\/E

ou
X2 477 =2y (3)

que é a equagdo desta superficie.
Observemos que essa equag¢do (3) pode ser obtida imediatamente pela substitui¢ao,

na equagdo z* =2y (geratriz), de z por/x? +z? . Utilizaremos este procedimento para todos
os casos de superficie de revolugao.

Entao, se a geratriz estiver contida em um dos planos coordenados e girar 360° em
torno de um dos eixos desse plano, a equagao da superficie assim gerada serd obtida
da seguinte maneira: se a curva gira em torno:

a) do eixo dos x, substitui-se y ou z na equagao da curva por /y> +7*;
b) do eixo dos vy, substitui-se x ou z na equagao da curva por Vx* +z*;

¢) do eixo dos z, substitui-se x ou y na equagao da curva por /x> +y>.

A seguir estudaremos as superficies quadricas denominadas elipsoides, hiperbo-
loides e paraboloides.



Observacao

Quando da substitui¢do de z por vx* +z* naequagdo z* =2y para resultar x* +z* =2y,

considerou-se z>0. Para ter a superficie completa, devemos substituir z por Vx> +2*,

0 que nao vai alterar em nada a equac¢ao (3) da superficie. A mesma observacao vale

também para as outras substitui¢oes anteriormente descritas.

@ ELIPSOIDES

Consideremos no plano yz a elipse de

equagoes
2 ZZ .
Z_Z+C_2=1,X=o (Figura 9.2)

Ao girarmos essa elipse em torno do eixo
Oy, obtemos o elipsoide de revolugio (Figu-
ra 9.3), cuja equacgdo sera obtida da equagao
da elipse, substituindo-se z por £v/x* +77:

YZ X2+Z2 _1

b? c?

ou
X2 YZ ZZ 1
¢ b

De maneira andloga, obtém-se o elipsoide
de revolu¢ao em torno de Oz. Neste caso, sua
equacdo ¢é obtida da equacdo da elipse, subs-

tituindo-se y por +/x* +y*:

2 2
X VA
A

b? Ecz

2

O elipsoide da maneira mais geral (Figu-
ra 9.4) é representado pela equacdo
XZ 2 ZZ

EYZ (4)
a®> b2

(9]

o
J

Figura 9.2

Figura 9.4
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sedlipenb saidijiadns



edl}ljeue e1139woagd 2 salolap

@

onde a, b e ¢ sdo reais positivos e representam as medidas dos semieixos do elipsoide. Obser-

vemos, ainda, que os pontos (+a,0,0),(0,b,0) e (0,0,£c) sdo solucdes da equagao (4), cha-

mada forma canénica do elipsoide.

2 2

. X -
O trago no plano xy é a elipse —+y—=1, z=0 e os tracos nos planos xz e yz sdo
a’? b?
2 2 2 2
. X* z Z .
as ehpses —+—=1,y=0e y—-i——zl, x =0, respectivamente.
a? & b* ¢

Observemos também que as interse¢des do elipsoide com planos x =k, y =k ou
z =k (k = constante), resultam em uma elipse, em um ponto ou no conjunto vazio.

No caso de a=b = ¢, a equagdo (4) toma a forma

2 2 2
X z
_+Y_+_:1
a’ a’? a’
ou
X2 +y? +2z> =a’ (5)

e representa uma superficie esférica de centro (0, 0, 0) e raio a.

Observemos que essa superficie também é de revolugdo e obtida pela revolucao

de uma circunferéncia em torno de um de seus didmetros.

Se o centro do elipsoide é o ponto (h, k, 1) e seus eixos forem paralelos aos eixos
coordenados, a equag¢ao (4) assume a forma

(x=hy _(y=KP (-1 _
a’ b? c?

1

obtida por uma translagao de eixos.

1. Determinar uma equacao da superficie esférica de centro C e raio r, nos casos:
a) C(0,0,0),r=4
b) C(2,4,-1),r=3

‘ Solucao
a) Da equagdo (5), vem imediatamente
X2 +yr+zr =47 ou X2 +y*+2°—16=0

b) Se o centro da superficie esférica é C(h, k, 1), por simples translacao de
eixos a equagao (5) assume a forma

(x=hy +(y—k) +(z-1¢=r* (6)



No caso presente, tem-se
(x=2P+(y—4) +(z+1)* =3
ou

x*—4x+4+y? -8y +16+2z* +2z+1=9

ou

x> +y?+7° —4x—-8y+2z+12=0

2. Dada a equagdo da superficie esférica x> +y*>+z> +6x—4y—12=0, determinar o

centro e o raio.

‘ Solucao
Comecemos escrevendo a equagdo na forma

(x2 +6x)+(y*4y)+z> =12

e completemos os quadrados

(x> +6x+9)+(y* —4y+4)+(2*)=12+9+4

nao esquecendo de somar 9 e 4 ao segundo membro para “equilibrar” a soma
feita no primeiro membro.
Logo, a equagao fica

(x+3) +(y—2)+(z—0) =5

e, portanto, C(=3,2,0) er =5.

Observacao

E facil ver que uma equagio de superficie esférica do tipo (6) representard um
ponto se r* =0 (é o préprio centro).

N

3. Obter uma equac¢dao geral do plano m tangente a superficie esférica
x* +y* 47> —4x+6y+2z—-35=0 no ponto P(4, 3, 2).

‘ Solucao

Um plano 7 é tangente a uma superficie esférica de centro C e raio r se a
distancia d(C,mt) =1, e sendo P o ponto de tangéncia, o vetor CP é um vetor
normal a . Entdo, precisamos determinar o ponto C.

6 o|nyiden
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Utilizando o método do problema anterior,
a equacdo da superficie esférica sera

xX=2)+(y+3)+(z+1)* =49
e, portanto, C(2, -3, —1). »
Como CP=P—-C=(2,6,3) é um vetor normal a
7, uma equacdo geral de 7w é 2x+6y+3z+d =0,
e, pelo fato de que P(4,3,2)em, tem-se
2(4)+6(3)+3(2)+d=0 e d=-32. Logo, uma
equacdo de m é 2x+6y+3z—32=0.

Figura 9.5

@, HIPERBOLOIDES

Consideremos no plano yz a hipérbole de equagoes

2 2

Z .
é_c_2=1, x=0 (Figura 9.6)
Z
O y
X
Figura 9.6

Os hiperboloides de revolugdo serao obtidos por rota¢des em torno de um de

seus eixos.

a) Hiperboloide de uma folha

A rotagdo dessa hipérbole em torno do eixo Oz resulta no hiperboloide de uma
folha (Figura 9.7), cuja equagao serd obtida da equagdo da hipérbole substituindo-se

y por £4/x* +y*:



xX*+y* oz

b? c? z

ou

2 2 2

Xy

b? +§ c?

Z

Um hiperboloide de uma folha, de maneira
mais geral, é representado pela equagao

2

S )

chamada forma candénica do hiperboloide de
uma folha ao longo do eixo Oz. As outras duas

formas sdo

2

2 X 2z
__Y_+Z_:1 e ——+y—+—:l
a2 b & a2 b 2

e representam hiperboloides de uma folha ao longo dos eixos Oy e Ox, respectivamente.

A equagdo (7) mostra que o trago do hiperboloide no plano xy ¢ a elipse

respectivamente.

Um tra¢o no plano z = k é uma elipse que aumenta de tamanho a medida que o
plano se afasta do plano xy. Os tragos nos planos x = k e y = k sdo hipérboles.

Observacao

E importante assinalar que, embora a Figura 9.7 mostre uma hiperboloide limitada
ao longo do eixo Oz, a figura se prolonga indefinidamente ao longo desse eixo (a menos
que se restrinja o valor de z a um intervalo limitado). Esta observagao estende-se para
todas as superficies a serem apresentadas.
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b) Hiperboloide de duas folhas

A rotagdo da hipérbole da Figura 9.6 em torno do eixo Oy resulta no hiperboloi-
de de duas folhas (Figura 9.8) cuja equagao sera obtida da equacao dessa hipérbole,

substituindo-se z por £v/x* +7%:

=1 ou ——4+1 -2

Figura 9.8

Um hiperboloide de duas folhas da maneira mais geral é representado pela equagao

a? b &

chamada forma canénica do hiperboloide de duas folhas ao longo do eixo Oy. As outras duas
formas sao

e representam hiperboloides de duas folhas ao longo dos eixos Ox e Oz, respectivamente.

Observemos, ainda, que os tragos desses hiperboloides nos planos x =k, y =k ou
z = k (k = constante) resultam em hipérboles, elipses, um ponto ou o conjunto vazio.

Resumo

As equagdes dos elipsoides e hiperboloides podem ser reunidas em

e conforme os sinais dos termos do 1° membro, apresentados nesta ordem, temos o seguinte

quadro:



sinais

Elipsoide 44+
—++
Hiperboloide de uma folha =
++ -
+——
Hiperboloide de duas folhas =4 =
- =+

@ PARABOLOIDES

a) Paraboloide eliptico
Consideremos no plano yz a pardbola de equagoes

2

Y .
=15 x=0 (Figura9.9)

A rotagao dessa pardabola em torno do eixo Oz
resulta no paraboloide de revolugio (Figura 9.10)
cuja equagao serd obtida da equa¢ao da parédbola,

substituindo-se y por £/x* +y*:

2 2
2.y
b* b’

Um paraboloide mais geral, denominado para-
boloide eliptico, é representado pela equacdo

z==+L (8)

chamada forma canénica do paraboloide eliptico ao
longo do eixo Oz. As outras duas formas sao

e representam paraboloides elipticos ao longo dos ei-
xos Oy e Ox, respectivamente.

ao longo do eixo

Figura 9.9

Figura 9.10

6 o|nyiden
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A equagao (8) mostra que o trago do paraboloide no plano xy (z=0) é a origem
(0,0,0), os tracos nos planos z=k >0 sdo elipses, nos planos z=k <0 s3o vazios e nos
planos x = k e y = k sdo parabolas.

Exemplo

A Figura 9.11 representa o paraboloide eliptico«e equagao

y=4x*+7’
ou
x> 7
y=—7T+—
L

ao longo do eixo Oy.

s Figura 9.1
. z
Observemos que no plano y = 4 estd a elipse x* +: =1, e as pardbolas, nos planos

x=0ez=0s30y=12,x=0ey=4x%z =0, respectivamente.

b) Paraboloide hiperbdlico

A superficie dada por uma equagao do tipo
— ©)

é denominada paraboloide hiperbéli- z
co e esta equagdo é chamada forma
canodnica do paraboloide hiperbdlico
ao longo do eixo Oz (Figura 9.12).
As outras formas sdo

Y=—=>——7F
¢ al
e
ZZ yZ
¢ b

e representam paraboloides hiper-

bélicos ao longo dos eixos Oy e Ox,

Figura 9.12

respectivamente.



A equagdo (9) e a prépria Figura 9.12 mostram que os tragos nos planos x =k e
y = k sdo pardbolas, ao passo que em z = k sdo hipérboles que se degeneram em duas
retas quando z = 0. Na verdade, fazendo z = 0 na equagdo (9), resulta

y2 XZ

b> a’

ou

o que implica

e representam as duas retas anteriormente referidas, podendo ser visualizadas na Figura
9.12. Ainda com rela¢ao a equagao (9), observemos que quando z=k >0, os tragos nesses

planos sdo hipérboles com eixo real paralelo a Oy, enquanto que para z=k <0, os tragos sdo
hipérboles de eixo real paralelo a Ox.

@, SUPERFICIES CONICAS

Figura 9.13 Figura 9.14

Consideremos no plano yz a reta g de equagdes z=my, x=0 (Figura 9.13).

A rotagdo desta reta em torno do eixo Oz resulta na superficie conica circular (Fi-

gura 9.14) cuja equagdo serd obtida da equacdo da reta substituindo-se y por +/x* +y*:

z=m(i\/m) ou zzzmz(xz—i-yz)
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ou, ainda,

A reta g é chamada geratriz da superficie, e o ponto O, que separa as duas folhas,
é o vértice da superficie.

Uma superficie conica mais geral, denominada superficie conica eliptica, é repre-
sentada pela equagdo

2 2
, X

2=24Y

7 (10)

chamada forma canénica da superficie conica ao longo do eixo Oz. As outras duas formas sao

2 2
z
==+ e x* = Y_2 +—
c b ¢
e representam superficies conicas elipticas ao longo dos eixos Oy e Ox, respectivamente.

A equagdo (10) mostra que o trago da superficie no plano xy (z = 0) é o ponto
0(0, 0, 0) e, em z =k, sdo elipses. Os tracos nos planos x = k ou y = k sdo hipérboles
que se degeneram em duas retas no caso dex =0 ouy =0.

Se aretaz=2y,x=0,do plano yz é girada em torno de Oz, a superficie de revo-
lucdo resultante é a superficie conica circular de vértice na origem e eixo coincidindo

com Oz, e cuja equagdo se obtém de z = 2y substituindo y por /x> +y*:
z=42/x? +y? ou ZF=4(x*+y?)

Observacao

No caso dos hiperboloides, paraboloides e superficies conicas de centro ou vértice
no ponto (h, k, I) e eixo paralelo a um eixo coordenado, de forma andloga ao que foi
feito para o elipsoide, as equa¢des serdo obtidas das correspondentes formas candnicas
substituindo-se x por x —h,ypory—kezporz -1

@. SUPERFICIES CILINDRICAS

Seja C uma curva plana e r uma reta fixa nao paralela ao plano de C.

Superficie cilindrica é a superficie gerada por uma reta g que se move paralelamente

a reta fixa r em contato permanente com a curva plana C.

A reta g que se move é denominada geratriz e a curva C é a diretriz da superficie
cilindrica (Figura 9.15).



Esta superficie pode ser vista como um conjunto de infinitas retas paralelas que
sao as infinitas posi¢cdes da geratriz.

Em nosso estudo consideraremos apenas superficies cilindricas cuja diretriz é
uma curva que se encontra em um dos planos coordenados e a geratriz é uma reta

paralela ao eixo perpendicular ao plano da diretriz.

Para exemplificar, consideremos a pardbola no plano xy dada por

X =2y (11)

(na verdade a parabola tem equagdes x* =2y, z=0).

Como a geratriz é uma reta paralela ao eixo Oz, a superficie cilindrica estd ao
longo deste eixo (Figura 9.16).

il

\\\\\\\\\\\\\\\\

Figura 9.15 Figura 9.16

E importante observar que se tomarmos um ponto da diretriz, por exemplo
A(2,2,0), todo ponto do tipo (2, 2, z), para z real qualquer, também satisfaz a equa-
¢do (11), pois esta pode ser vista como x* =2y+0z. Em outras palavras, a superficie
contém o ponto A e toda reta por A paralela ao eixo Oz. Significa dizer: o valor de z
nao influencia no fato de um ponto P(x, y, z) pertencer ou nado a superficie. Entao,
como para o ponto sé interessam as varidveis x e y, a prépria equagdo da diretriz é a
equagao da superficie cilindrica, ou seja,

x> =2y

A auséncia da varidvel z para este caso permite concluir de modo geral: o grafico
em trés dimensdes de uma equag¢do que ndo apresenta uma determinada varidvel
corresponde a uma superficie cilindrica ao longo do eixo desta varidvel ausente. E,
ainda, conforme a diretriz seja uma circunferéncia, elipse, hipérbole ou parédbola, a
superficie cilindrica é chamada circular, eliptica, hiperbdlica ou parabdlica. Portanto,
a Figura 9.16 apresenta uma superficie cilindrica parabélica ao longo do eixo Oz.
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Assim também, a equacdo

.
49

representa uma superficie cilindrica eliptica (a diretriz é uma elipse) ao longo do eixo Oy (y
é a varidvel ausente) (Figura 9.17).

Figura 9.17

Problemas propostos

1. Determinar uma equagao das superficies esféricas nas condi¢coes dadas.
a) Centro C(2,-3,1) e raio 4.
b) Centro C(4, -1, —-2) e passando por P(2, 3, -1).
¢) O segmento de extremos A(—1, 3, -5) e B(5, -1, —3) é um de seus didmetros.
d) Centro C(-2, 3, 4) e tangente ao eixo Oz.
e) Centro C(0, —4, 3) e tangente ao plano n:x+2y2z2=0.

2. Determinar uma equac¢do da superficie esférica de centro C(2,-3,4) e
a) tangente ao plano xOy.
b) tangente ao plano xOz.

¢) tangente ao plano yOz.
3. Obter uma equagdo geral do plano tangente a superficie esférica E no ponto P.
a) E:x*+y’+z’=9, P(2,1,-2).
b) E:(x-3+(y+1}+(z—-2)*=12, P(1,-3,4).
¢) E:x’+y*+z’—-4x+2y-6z-11=0,P(2,-5,6).

4. Obter uma equagao da superficie gerada pela rotacao de cada uma das curvas
dadas em torno do eixo indicado.
2 2 2

2
a) —+y—:1, z = 0; eixo maior. h) —+y—:1, z = 0; eixo menor.
4 16 4 16



¢) x*+y*=9,z=0;eixo Ox.

2

d) Zz—yz =1, x = 0; eixo Oy.
ZZ

e) Z—yz =1, x = 0; eixo Oz.

f)  y=4x% z=0; eixo Oy.

g) z=-2y% x =05 eixo Oz.
h) z=2y,x=0;eixo Oz.
i) z=2y,x=0;eixo Oy.

i) y=x,z=0;eixo Oy.

. Reduzir cada uma das equagdes a forma canodnica (caso nao esteja), identificar a

superficie e construir seu grafico.

a) x*+y’+7°=25

b) 2x*+4y*+z°-16=0

¢) 36x*+16y*+9z° -144=0
d) 36x*+16y* -9z —144=0
e) 4x?—y?+47?-4=0

f) z22-4x’ -4y’ =4

0) 4x2—y?+222+4=0

h) 4x?+7°-y=0

i) 9x*+4y*+9z=0

i) y*+472°-x=0

k) Z:yz —x2

1) 36x*—4y*+9z* =0
m) 4x*+4y’ -7z =0
n) z=x+y’

0) z=2+x>+y’

2

P z=-x-y
) z=6-—x>—y’
N y=-2+x+7’

s) x+y’=9

t) x*+z=0
u) z=4-x?
2 2
vy Y_X
9 4

. Identificar e representar graficamente as superficies expressas pelas equagoes nos

intervalos dados.

a) x2+—=—§, ~3<2<0

b) 3x*—y?+22’=0, -6<y<6
¢) z=x’+y*+1, —-3<2z<3
d) zZ2=x’+y’-1, —3<z<3

2
) y=—2+x2+%, —2<y<2

g) x*=2z, -3<y<5
h) x*—y*+2z’=0, —4<y<4
2

i) x=—4+y7+zz, —4<x<5

i) z=4-2x—y?, 0<z<4
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k) y*+4z=x, 0<x<4 m) y*—-x’=16, 0<z<4

) y*+422-4=0, —4<x<6 n) z=9-y?, —4<x<4

. Identificar as superficies definidas pelas equagdes, dizendo ao longo de que eixo
elas ocorrem, conforme o caso.

a) 25x*+100y? +362> —900=0 g) sz
b) z=,9-x"—y> h) z=\4+4x> +4y*
c) z:—m i) z:—\/m
d) y=+iex: 14z ) oz=3-x*+y?
e) z=x"+y’ k) x*+z-9=0

f) 12x*+4y’ -3z +12=0 ) x-y=0

. Identificar a superficie S e a sua interse¢dao com o plano n dado. Representar
graficamente esta interse¢dao no plano .

a) S:y’—4z-2x=0emn:x—-2=0 d) $: XY % jemix=2
4 8 16
b) S:4x*+4y’—z’=0em:z=4 e) S:x’+y+z2=0em:y+4=0
XZ y2
¢) Siz=—+"—em:z=1 f) S:18x*+9y* -2z -18=0em:z=3
9

. Identificar e descrever as superficies de equagdes dadas.

a) X +y +z°—-6x+4y+9=0

b) x*+4y*+8x—-8y—4z+28=0

¢) 4x?-2y*+2z*—24x—4y+8z+42=0
d) 2x*+y*—4z"+2y+5=0

e) x*+y’-2y=0

f) y*—-4z"-4x-6y-24z-31=0

g) 6x*+3y’ +27° +24x—-6y—122+39=0
h) x*—4x-z+6=0

i) 2x*-6y’—-3z"-24y+62-27=0

j) xX*+y’—4x—6y—-z+12=0



10.

11.

12.

2
O trag¢o de um elipsoide (centro na origem) no plano xy é a elipse x* +YZ:1’ z=0.

Determinar a equagao do elipsoide, sabendo que contém o ponto (0,1,\/8).

Deduzir uma equagdo do paraboloide de vértice na origem, sabendo que sua
intersecao com o plano z = 4 é a circunferéncia de centro (0, 0, 4) e raio 3.

2 2 52

z
Determinar os vértices e os focos da elipse X?+y?;=l, z=3.
‘ Respostas de problemas propostos
1. a) x*+y’+2° —4x+6y—2z-2=0
b) x*+y*+2’—8x+2y+4z=0
¢) X°+y’+z"—4x-2y+8z+7=0
d) x*+y*+2>+4x—-6y—8z+16=0
e) 9x*+9y*+9z2+72y—54z—31=0
2. a) xX*+y’+27—4x+6y—-8z+13=0
b) x*+y*+2z’—4x+6y—8z+20=0
¢) xX*+y’+z2—4x+6y—82+25=0
3. a) 2x+y—2z-9=0 h) x+y—z+6=0 ¢) 4y—3z+38=0
2 2 2
1. a) X_+Y_+Z_:1 f) }724)(2-1-422
4 16 4
b) X_2+ﬁ+£:1 g) z=-2x*-2y’
4 16 16

)

z
2 2 £
¢) xX*+y*+72°=9 sy 4_0

X, 7 i) R S
d) Z—Y +Z—1 4 y 4
2 .
e) Z__Xz_y2:1 j) xX2-y’+z°=0
4
2 2 2
5. a) XYLz, superficie esférica de raio 5
25 25 25
2 2 2
b) X—+Y—+Z—=1, elipsoide
8§ 4 16
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c)

d)

e)

f)

g)

h)

i)

k)

m)

n)
0)
P)
q)
r
s)
1)
u)

v)

. a)

b)
c)
d)

—+— —1 elipsoide
16 o

2
—+——lz—6:1, hiperboloide de uma folha

Xy ——1 hiperboloide de uma folha
1 4 1
ZZ
=& =y +X =1, hiperboloide de duas folhas
2 2

—x? +YI—Z7:1, hiperboloide de duas folhas

y= +Z paraboloide eliptico

»\»—-lx

2

z=—x —YT, paraboloide eliptico

4
ZZ
x =y’ +—, paraboloide eliptico

4

paraboloide hiperbdlico

, superficie conica

paraboloide circular
paraboloide circular
paraboloide circular
paraboloide circular
paraboloide circular

superficie cilindrica circular
superficie cilindrica parabdlica
superficie cilindrica parabélica

superficie cilindrica hiperbélica

paraboloide eliptico
superficie conica
hiperboloide de duas folhas
hiperboloide de uma folha



paraboloide eliptico
paraboloide circular

superficie cilindrica parabdlica
superficie conica circular
paraboloide eliptico
paraboloide eliptico
paraboloide eliptico

superficie cilindrica eliptica
superficie cilindrica hiperbélica

superficie cilindrica parabdlica

elipsoide

semissuperficie esférica superior de raio 3
semissuperficie esférica inferior de raio 4
semissuperficie conica ao longo de Oy
superficie conica circular ao longo de Oz
hiperboloide de duas folhas ao longo de Oz
semi-hiperboloide de uma folha ao longo de Oz
semi-hiperboloide de duas folhas ao longo de Oz
semissuperficie conica inferior ao longo de Oz
semissuperficie conica ao longo de Oz
superficie cilindrica parabdlica ao longo de Oy

plano que contém o eixo Oz

paraboloide hiperbdlico e hipérbole
superficie conica e circunferéncia
paraboloide hiperbdlico e hipérbole
hiperboloide de duas folhas e ponto (2, 0, 0)
paraboloide eliptico e circunferéncia

hiperboloide de uma folha e elipse

superficie esférica, centro (3, -2, 0) e raio 2

paraboloide eliptico, vértice (—4, 1, 2), eixo paralelo a Oz
hiperboloide de uma folha, centro (3, —1, —4), eixo paralelo a Oy
hiperboloide de duas folhas, centro (0, —1, 0), eixo paralelo a Oz

superficie cilindrica circular, geratriz paralela a Oz
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f) paraboloide hiperbdlico, centro (-1, 3, -3), ao longo de Ox
g) elipsoide, centro (-2, 1, 3), eixo maior paralelo a Oz

h) superficie cilindrica parabdlica, geratriz paralela a Oy

i) superficie cdnica, vértice (0, -2, 1), eixo paralelo a Ox

j) paraboloide circular, vértice (2, 3, —1), eixo paralelo a Oz

10. x*+—
1. 4x’+4y*-9z=0

12. vértices: (0,+4,3) e (£2,0,3), focos: (0,i2\/§,3).
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